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Сучасний етап науково-технічного розвитку потребує удосконалення 
методів розрахунку на міцність і жорсткість машинобудівних конструкцій 
з метою впровадження нових технологій, підвищення якості, надійності та 
довговічності машин, їх конкурентоспроможності на світовому ринку. 
 Навчально-методичний посібник є складовою серії навчально-мето-
дичної літератури, підготовленої кафедрою опору матеріалів НТУ «ХПІ» 
для виконання індивідуальних розрахунково-проектувальних завдань та 
модульного контролю засвоєного матеріалу студентами машинобудівних 
спеціальностей. 
 Посібник охоплює  деякі важливі розділи загального курсу опору ма-
теріалів, а саме розрахунки стержньових конструкцій в умовах їх складно-
го деформування та при наявності статичної невизначуваності. Посібник 
призначений для засвоєння студентами загальних положень теорії та мето-
дики проведення розрахунків стержнів з урахуванням складного напруже-
ного стану. 
У першому розділі посібника розглянуті деякі види складного дефо-
рмування стержнів, а саме: косе та просторове згинання, сумісна дія зги-
нання та розтягання (стискання), загальні випадки дії сил на бруси кругло-
го та прямокутного перерізу. Для кожного виду складного деформування 
надані приклади розв’язання задач, аналізу напруженого стану у точках 
небезпечного перерізу. Надаються розрахункові схеми та необхідні дані 
для виконання індивідуальних завдань розрахунків стержнів круглого пе-
рерізу при згинанні з крученням та стержньової просторової системи пря-
мокутного перерізу при загальному випадку дії системи сил. Наведені при-
клади їх розв’язання та оформлення.  
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У другому розділі посібника розглядаються методи визначення пе-
реміщень в пружних стержньових системах, наводяться приклади визна-
чення переміщень для деяких простих розрахункових схем. Наведена ме-
тодика розкриття статичної невизначуваності стержньових систем методом 
сил та приклади розв’язання статично невизначуваних задач. Надаються 
розрахункові схеми і чисельні дані, а також приклади виконання індивіду-
альних розрахунково-проектувальних завдань.  
Для перевірки набутих теоретичних знань студентів з кожної теми 



































1. РОЗРАХУНКИ НА МІЦНІСТЬ СТЕРЖНІВ 
ПРИ СКЛАДНОМУ ДЕФОРМУВАННІ 
 
 У практиці реальних розрахунків на міцність та жорсткість елементів  
машинобудівних конструкцій дуже рідко можна зустріти випадки простих 
видів деформування. Більш поширені випадки сумісної дії крутних та зги-
нальних моментів, наприклад, у валах редукторів. При наявності косозубих 
коліс додатково діють поздовжні сили. У перерізах просторових рам діє  
більшість з можливих внутрішніх силових факторів, а у точках перерізів − 
складний напружений стан. Тому вкрай необхідно розглянути особливості 
розрахунків напружено-деформованого стану стержньових елементів при 
довільному навантаженні та надати рекомендації при рішенні задач міцно-
сті та жорсткості для  деяких характерних випадків складного навантажен-
ня.  
 
1.1. Елементи теорії напруженого стану та гіпотези міцності 
 
Як відомо, мірою інтенсивності внутрішніх зусиль, що діють у дові-
льному перерізі стержня, є так звані напруження. Отже, напруженням на-
зивається внутрішня сила, віднесена до одиниці площі в даній точці пере-
різу. В залежності від розташування напруження  відносно площини відо-
кремлюють нормальні − σ  та дотичні − τ  напруження. Їх вимірюють у 
паскалях (Па), або кратних йому одиницях (МПа). 
При дослідженні напруженого стану тіла в окремій точці В (рис. 1.1 
а) поблизу неї завдяки гіпотезі про суцільність матеріалу можливо виділи-
ти нескінченно малий об’єм у вигляді паралелепіпеда, грані якого парале-
льні координатним площинам декартової системи координат. На цих гра-
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нях діють внутрішні зусилля, які замінюють дію відкинутої частини тіла. 
Отже, можна вважати, що на гранях цього паралелепіпеда діють нормальні 
і дотичні напруження (рис. 1.1 б), що внаслідок його малості рівномірно 
розподілені по площинам. 
 
        а       б 
Рисунок 1.1 
На рис. 1.1. б зображені додатні значення нормальних і дотичних на-
пружень з урахуванням правила індексів: нормальні напруження познача-
ють літерою σ з індексом, що відповідає осі системи координат, що є пер-
пендикулярною до відповідної грані паралелепіпеда; дотичне напруження 
позначається літерою τ з двома індексами − перший відповідає напряму 
осі, що є перпендикулярною до відповідної площини, а другий − напряму 
осі, паралельно якої розташований вектор дотичного напруження. Вибір 
орієнтації декартових осей є довільним. Таким чином, на шести гранях не-
скінченно малого паралелепіпеда діють дев’ять компонент напружень. Але 
не всі вони є незалежними. Враховуючи закон парності дотичних напру-
жень ( yzzyzxxzyxxy  ,, ) [1], кількість незалежних компо-
нент напружень у кожній точці тіла зменшуємо до шести: трьох нормаль-
них та трьох дотичних ( xzyzxyzyx  ,,,,, ). 
Шість компонент напружень повністю визначають напружений стан 
у довільній точці тіла. При іншому виборі системи координат змінюється  
розташування граней паралелепіпеда, тому зміняться і значення координа-
тних напружень у точці, але напружений стан залишиться тим самим. При 
цьому, через точку завжди можна провести такі площадки, на яких дотичні 
напруження дорівнюватимуть нулю [2]. Площадки, на яких дотичних на-
пружень немає, називають головними площадками, а нормальні напру-
ження, що діють на цих площадках, − головними напруженнями. Заува-
жимо, що деякі значення цих головних напружень у точці можуть дорів-
 7 
нювати нулю. Напрями, що паралельні головним напруженням, називають 
головними осями в даній точці. Можна показати [2], що у кожній точці 
завжди є три взаємно перпендикулярні головні площадки і головні осі. 
Головні напруження позначаються 321 ,,    у порядку зменшен-
ня значень з урахуванням знака напруження ( 321  ). Отже, напру-
жений стан у точці можна зобразити у вигляді елементарних паралелепіпе-
дів, на гранях яких діють тільки нормальні (головні) напруження (рис. 1.2). 
 
Рисунок 1.2 
По вигляду напруженого стану у головних напруженнях можна кла-
сифікувати види напруженого стану у точці: 
− якщо тільки одне головне напруження не є нульовим (рис. 1.2 а), 
напружений стан називається одновісним або лінійним; 
− якщо два головних напруження не є нульовими, то такий напруже-
ний стан називається двовісним або плоским (рис. 1.2 б,  03  ); 
− напружений стан, у якому всі три головні напруження не дорівню-
ють нулю, називається тривісним або об’ємним (рис. 1.2 в). 
Зауважимо, що в задачах опору матеріалів зустрічаються види на-
пружених станів тільки першого та другого типів. Так, при розтяганні сте-
ржнів та при чистому згині балок маємо одновісний напружений стан, а у 
задачах згинання з крученням, та при дії довільної системи сил на брус, що 
розглядаються у цьому посібнику, у деяких точках має місце плоский на-
пружений стан.  
На рис. 1.3 зображено плоский напружений стан у довільній точці В, як у 
головних площадках (а), так і в системі координат, що зв’язана з осями 
стержня (б). 
Найбільш важливим завданням інженерних розрахунків після визначення 
напруженого стану в найнебезпечних точках конструкції є оцінка її міцно-
сті. При простих видах деформування та при одновісних напружених ста-
нах ця задача розв’язується при використанні умов міцності, в які входять 
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експериментально визначені граничні напруження, що відповідають прос-
тим видам деформування, що розглядаються (розтягання, кручення). 
 
Рисунок 1.3 
Небезпечним вважають відповідне напруження, при якому в залеж-
ності від стану матеріалу (крихкий чи пластичний) починається руйнуван-
ня або виникають залишкові деформації. Щоб унеможливити виникнення 
небезпечного стану визначаються допустимі напруження, що є меншими 
ніж небезпечні, тим самим забезпечуючи міцність конструкції з деяким ко-
ефіцієнтом запасу. Так, випробування зразків пластичного матеріалу на 
одновісне розтягання, дає можливість визначити границю текучості т  та 
допустиме напруження   . А умова міцності для одновісного напруже-
ного стану набуває вигляду: 
   .,max 31   
При двовісних, чи тривісних напружених станах, як показують екс-
периментальні дослідження, небезпечний стан може наступити при різних 
співвідношеннях головних напружень і різному їх граничному значенні. А 
оскільки провести експериментальні дослідження по виявленню небезпеч-
ного напруженого стану для всіх матеріалів при різних можливих співвід-
ношеннях головних напружень практично неможливо, то цю проблему 
розв’язують за допомогою різних теорій міцності, що мають в основі гіпо-
тези про переважний вплив на міцність матеріалу деякого фактора, напри-
клад, найбільшого дотичного напруження, чи питомої потенційної енергії 
формозміни. Ці фактори при небезпечному напруженому стані набувають 
критичних значень, що можуть бути визначеними з простих випробувань. 
Теорії міцності дають можливість замість реального складного на-
пруженого стану розглядати рівнонебезпечний одновісний напружений 
стан. Це досягається введенням поняття еквівалентного напруження од-
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новісного розтягання екв  та коефіцієнту запасу n , під яким розуміють 
число, що показує, в скільки разів потрібно одночасно збільшити всі ком-
поненти даного складного напруженого стану, щоб він став граничним. Це 
означає, що у стільки же разів треба збільшити і еквівалентне напруження 





n  . 
Нараду з багатьма сучасними, дослідники нараховують п’ять класи-
чних теорій міцності, що пронумеровані у хронологічному порядку. Але 
для розрахунків на міцність у машинобудуванні найбільш поширені дві з 
них: III (третя) та IV (четверта), які застосовуються для пластичних матері-
алів. 
Третя теорія міцності, чи   критерій найбільшого дотичного на-
пруження, полягає у припущенні, що небезпечний напружений стан вини-
кає тоді, коли найбільше дотичне напруження max  досягає небезпечного 
значення. А оскільки 2/)( 31max   для даного складного напру-
женого стану і  2/еквmax   для рівнонебезпечного одновісного екві-
валентного напруженого стану [2], то умова міцності набуває вигляд 
  31
ІІІ
екв  , 
де «ІІІ» означає «третя теорія міцності». 
Для застосування у практичних розрахунках на міцність стержнів 
при згині з крученням, де здебільшого має місце плоский напружений 
стан, більш прийнятна інша форма математичного запису цієї теорії через 
напруження у поперечному перерізі стержня: 
  22ІІІекв 4 .                      (1.1.1) 
 
Четверта теорія міцності, або критерій питомої потенційної ене-
ргії деформації формозміни, приймає як критичний параметр вказану  
питому енергію, яка може бути підрахована через компоненти даного 
складного напруженого стану [2]. Наведемо умову міцності за цією теорі-
єю для плоского напруженого стану в точці для стержнів:  
  22ІVекв 3 .                       (1.1.2) 
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1.2.  Складне деформування стержнів 
 
1.2.1. Загальні положення 
Центральне розтягання – стискання ( 0N ), кручення ( 0кM ), 
зсув ( ,0yQ  або ,0xQ ), плоске поперечне згинання ( 0xM ; 
,0yQ  або 0yM ; 0xQ ) є так званими простими видами деформу-
вання стержнів. Характерною рисою простого деформування є наявність 
одного або двох внутрішніх силових факторів у довільному перерізі стер-
жня ( балки, бруса). 
Зустрічаються і більш складні випадки завантаження, коли у різних 
перерізах стержня одночасно діють різні комбінації компонент внутрішніх 
зусиль, складені з відомих видів простого деформування. Такий вид дефо-
рмування стержня, або його опір називають складним. У загальному випа-
дку навантаження в поперечному перерізі бруса виникають усі шість внут-
рішніх зусиль  кzyxyx MMMMQQN ,,,,, . На практиці одночасна дія 
всіх силових факторів спостерігається не часто. Найбільш поширеними 
видами складного деформування є наступні: 
 просторове (складне) згинання, або його окремий випадок – косе 
згинання, які мають місце при наявності згинальних моментів yx MM , ; 
 згинання з розтяганням (стиканням) , якщо у поперечних перері-
зах діють одночасно yx MMN ,, ; 
 сумісне згинання та кручення, обумовлене дією відповідних мо-
ментів кyx MMM ,,  . 
У всіх зазначених видах складного деформування в перерізах бруса 
з’являються  також  і поперечні зусилля yx QQ та . 
Якщо припустити, що деформації достатньо жорсткого стержня 
(бруса) малі й відповідають закону Гука, то до задач складного деформу-
вання можна застосувати принцип суперпозиції або принцип сумування 
дії сил. Згідно з цим принципом, результат від дії системи зусиль, що при-
водить загалом до складного деформування стержня, дорівнює сумі ре-
зультатів, одержаних від кожної сили окремо, яка сама по собі утворює 
просту деформацію. Таким чином, напружений стан, що з’являється у сте-
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ржні при складному навантаженні, можна здобути сумуванням напруже-
них станів, що спричинені окремими простими навантаженнями. 
Кожне з шістьох внутрішніх зусиль пов’язано з виникненням відпо-
відних напружень. Поздовжня сила N  і згинальні моменти yx MM ,  при-
водять до появи нормальних напружень  , крутний момент кM  та попе-
речні сили yx QQ ,  дають дотичні напруження  . 
Тому напружений стан в окремій точці перерізу бруса при складному 
деформуванні може бути  
 простим, якщо діють лише нормальні   або дотичні напруження 
 ; 
 складним, коли спостерігається одночасна дія обох типів напру-
жень. 
В обох випадках у довільній точці поперечного перерізу стержня су-
марні нормальні   та дотичні   напруження визначаються як векторні су-
ми компонент у відповідних напрямках: 
     









Принцип суперпозиції може бути застосований також і для визна-
чення деформованого стану стержня в умовах складного навантаження. 
Наприклад, при просторовому згинанні прогини перерізів стержня підра-
ховуються у різних координатних площинах при простих навантаженнях, а 
їх результат поєднується у геометричну суму: 
22
yx fff   . 
 
1.2.2. Методика розрахунків на міцність 
У випадку складного деформування стержня, як і у разі простого де-
формування, стратегічними питаннями є: 
 визначення небезпечного перерізу; 
 виявлення в межах цього перерізу небезпечної точки; 
 формування умов міцності для цієї точки. 
Для визначення небезпечного перерізу за допомогою методу перері-
зів виявляють розподіл внутрішніх силових факторів 
к,,,,, MMMQQN yxyx  вздовж осі стержня. Оскільки напруження 
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   yx QQ  ,  (а в окремих випадках і  N ), як правило малі, то для ви-
явлення небезпечного перерізу у першу чергу використовують епюри зги-
нальних та крутних моментів к,, MMM yx  у співставленні з розташу-
ванням перерізу стержня. Те ж свідчать і енергетичні методи опору матері-
алів , бо у разі дії згинальних та (або) крутних моментів понад 98 %  енер-
гії поглинають саме ці деформації. 
У разі, якщо переріз має форму кола або кільця, небезпечний переріз 
визначається однозначно за допомогою еквівалентного моменту за будь-
якою теорією міцності. Якщо переріз стержня має іншу форму, то може 
виникнути потреба дослідити декілька потенційно небезпечних перерізів з 
максимальними комбінаціями внутрішніх силових факторів в різних голо-
вних площинах. 
Визначення небезпечної точки базується, в першу чергу, на інформа-
ції про внутрішні зусилля у перерізі, яку надають епюри к,,, MMMN yx . 
Спираючись на закони розподілу напружень від кожного силового фактору  
і використовуючи формули підрахунку сумарних (простий напружений 
стан) або еквівалентних напружень (у разі складного напруженого стану) 
визначають найбільш небезпечну точку перерізу. 
Найбільш напружена точка відзначається максимальними значення-
ми сумарних чи еквівалентних напружень. 
Формування умов міцності для найбільш напруженої точки залежить 
від типу її напруженого стану. Якщо в точці мають місце лише нормальні 
напруження , які підсумовуються алгебраїчно, то умови міцності набува-
ють вигляду: 
        yx MMN  ; 
аналогічно щодо дотичних напружень: 
        кMQQ yx . 
Коли у точці перерізу діють сумісно і нормальні, і дотичні напру-
ження  (складний напружений стан), то для запису умови міцності викори-
стовується певна гіпотеза міцності . У цьому випадку в точці спочатку тре-
ба визначити сумарні компоненти , , які й використовуються в умові 
міцності, що сформульована на базі відповідної гіпотези (1.1.1), ( 1.1.2). 
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1.2.3. Просторове та косе згинання 
Згинання називають просторовим, якщо усі навантаження діють у 
декількох площинах, які перетинаються на поздовжній осі балки (рис. 1.4 
а). 
Згинання називають косим, якщо усі навантаження діють у одній 
(силовій) площині, яка перетинає вісь балки , але не включає жодної з го-





Розрахунки балок, які знаходяться в умовах косого або складного 
згинання, можна звести до сумісної дії двох плоских згинань у головних 
площинах. Для цього навантаження, що діють у довільних силових пло-
щинах треба проецирувати до головних площин  YOZ ,  XOZ  (рис. 1.4 
б). Таким чином,  у будь-якому перерізі балки виникають чотири внутріш-
ні силові фактори: xyyx QMQM ,,, . 
Треба зазначити, що в даному методичному посібнику ми свідомо не 
торкаємося питань згинання тонкостінних відкритих профілів ( з однією 
віссю симетрії або без неї) , для яких поперечні сили, що проходять крізь 
центр ваги перерізу, породжують систему неврівноважених дотичних на-
пружень. Останні утворюють крутний момент кM , що зумовлює вільне 
або стиснуте кручення. 
У практичних розрахунках на міцність для більшості перерізів мали-
ми дотичними напруженнями    yx QQ  , , як правило нехтують. Таким 
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чином, враховують лише нормальні напруження від дії згинальних момен-
тів yx MM , . 
Незважаючи на загальні підходи до рішення задач косого і складного 
згинання, є деякі відмінності у цих випадках складного опору: 
а) при косому згинанні деформована вісь бруса є плоскою кривою, а 
при складному згинанні – просторовою; 
б) згинальні моменти yx MM ,  у випадку косого згинання набува-
ють максимальних значень в одному перерізі, а якщо згинання складне, − 
здебільшого в різних. 
Розглянемо жорстко затиснуту консольну балку, навантажену на ві-
льному кінці силою F , яка лежить у силовій площині, нахиленій під кутом 
  до головної площини  YOZ  (рис. 1.5 а). 
Розкладемо зусилля F  по головних осях перерізу і, таким чином, 
зведемо задачу косого згинання до комбінації двох плоских згинань у го-
ловних площинах  YOZ  та  XOZ . 
.sin,cos  FFFF xy   










                   (1.2.1) 
Максимальні значення вони набувають у перерізі OO  , при 
maxz , який є найбільш небезпечним. 
    .sin,cos maxmax   FMFM yx           
Обчислимо напруження в точці K  довільного перерізу, яка знахо-
диться у першому його квадранті (рис. 1.5 б) [1]: 






















         
де  yx II ,  − осьові моменти інерції перерізу. 
 15 
 
Рисунок 1.5       
Оскільки тип напружень від дії згинальних моментів yx MM ,  одна-
ковий (рис. 1.5 б) , їх можна алгебраїчно просумувати: 













MM   .        (1.2.2) 
Усі складові співвідношень (1.2.2) (згинальні моменти та координа-
ти) будемо вважати додатними, а знак приписувати кожному сполучнику 
окремо, зважаючи на деформації у відповідному квадранті. 
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Аналізуючи розподіл нормальних напружень у перерізі (рис. 1.5 б), 
робимо висновок, що нульові напруження можуть знаходиться лише у то-
чках другого та четвертого квадрантів.  
Позначимо  через 00 , yx  (рис. 1.6) координати точки, яка належить 
нейтральній лінії (де нормальні  напруження    дорівнюють нулю), тоді з 










x .            
Це рівняння є рівнянням прямої, що проходить крізь початок коор-













0tg  .  
           
 
Рисунок 1.6 


















.             
Таким чином, нейтральна лінія завжди відхиляється від осі X  на кут 
  в ту ж сторону, в яку слід силової площини відхиляється від осі Y  на кут 
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  (рис. 1.6). Різниця між цими кутами залежить від співвідношення осьо-






 (що відповідає двотавру), легко підрахувати кут 
 , який коливається між 85÷89 градусами. 
То ж у випадку косого або просторового згинання для перерізів  при 
yx II   нейтральна лінія не є ортогональною до сліду площини pp   дії 
згинального моменту. Ця обставина є характерною рисою косого згинання. 
І навпаки, якщо головні моменти інерції однакові ( yx II  ), косе згинання 
унеможливлюється, бо кути   і   стають рівними, тобто нейтральна лінія 
стає ортогональною до сліду силової площини, а це є ознакою прямого 
згинання. Так відбувається у разі, якщо переріз балки є кругом, кільцем, 
квадратом і т.п. 
Для визначення найбільш небезпечних точок ( у розтягнутій та стис-
лій зонах) у випадку довільного перерізу проведемо дві паралельні до ней-
тральної лінії прямі, які дотичні до контурних точок перерізу. У створі між 
цими прямими будується епюра сумарних нормальних напружень. 
Точки 1 та 2 є найбільш віддаленими від нейтральної лінії і тому 
найбільш напруженими (рис. 1.6). У нашому прикладі в точці 1 діють мак-
симальні розтягуючі, а у точці 2 – стискаючі напруження.  































        (1.2.3) 
 
 де    та    – допустимі напруження розтягання та стискання відпові-
дно. 
Якщо переріз має дві вісі симетрії та  кутові точки контуру, напри-



























         (1.2.4) 











x            (1.2.5) 
 − осьові  моменти опору, а maxmax , xy  – координати найбільш віддалених 
від нейтральної лінії точок. 
У випадку, якщо матеріал стержня має однакову міцність на розтя-











        (1.2.6) 
Зрозуміло, що найбільші напруження будуть спостерігатись у най-
більш небезпечних перерізах, де згинальні моменти набувають своїх мак-
симальних значень. 
Відносно складових напруження max  у виразах (1.2.4) та (1.2.5) 
можна зробити наступні спостереження. У перерізах, де yx II   
 yx WW  , що опиняються в умовах косого або просторового згинання, 
можна говорити про наявність «сильної»  YOZ  та «слабкої»  XOZ  
площин перерізу. Тому дія малого згинального моменту у «слабкому» на-
прямку може привести до появи більших напружень, ніж при дії значного 
моменту у «сильній» площині. 
Доречи, якщо переріз балки має виступаючі кути і може бути вписа-
ний в прямокутник, то незалежно від положення нейтральної лінії най-
більш віддаленими точками будуть відповідні кутові. У таких випадках, 
для розрахунків максимальних напружень у перерізі визначення положен-
ня нейтральної лінії втрачає сенс.  
 19 
Добір перерізів при косому та просторовому згинанні – задача більш 
складна, ніж при прямому плоскому згинанні. При її розв’язанні треба за-





x                     (1.2.7) 
Тоді, з урахуванням (1.2.7), умова міцності (1.2.4) буде мати вигляд: 







                   












           
У випадку просторового згинання, якщо згинальні моменти набува-
ють максимальних значень у двох різних перерізах, задача вирішується за 
допомогою метода спроб з послідуючою перевіркою. Перша спроба вико-
нується у перерізі, де діє максимальний за абсолютною величиною момент. 
У іншому (другому) перерізі обов’язково виконується перевірка. 
 
1.2.4. Сумісна дія просторового згинання з розтяганням  
(стисканням) 
Для отримання цього виду складного деформування стержня дещо 
ускладнімо розрахункову схему косого або просторового згинання, додав-
ши до неї осьове навантаження силою 2F  (рис. 1.7).  
Розклавши, як і раніше, зусилля 1F  по головних осях X та Y 
    sin11 FF x ;         cos11 FF y  , 
у довільному перерізі z  балки маємо дію двох згинальних моментів xM , 
yM  та поздовжньої сили N  (рис. 1.8 а). Напрямок їх дії показаний на рис. 
1.8 б. 
Малими дотичними напруженнями від дії поперечних зусиль xQ , 
yQ  (як і у випадку косого або просторового згинання) будемо нехтувати. 
Внутрішні зусилля перерізу (рис. 1.8 б) приводять до появи нормальних 

















Таким чином, у довільній точці перерізу маємо простий (лінійний) 
напружений стан. 













yx  .      (1.2.8) 
Як і у рівняннях (1.2.1), знаки приписуємо кожному сполучнику фо-
рмули (1.2.8) окремо, залежно від деформації відповідного квадранту пе-
рерізу. 
Умови міцності для цього виду деформованого стану можна сформу-
лювати наступним чином: 



































        (1.2.9) 
де 

maxmaxmaxmax ,,, xyxy  – координати найбільш віддалених від нейтра-
льної лінії точок у розтягнутій та стислій зоні відповідно. 
б) у разі однакового опору розтяганню (стисканню), тобто коли 
        











x ;      (1.2.10) 
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       (1.2.11) 












max         (1.2.12) 
д) для перерізу, що має форму кола або кільця, завдяки співвідношен-
ням 
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и yx MMM  ; WWW yx  , 
 




















      (1.2.13) 






max .      (1.2.14) 
При сумісній дії розтягання (стискання) та складного або косого зги-
нання нейтральна лінія є також прямою, але такою, що не перетинає 
центр ваги перерізу (початок координат) завдяки наявності  N . Нева-
жко це встановити і математично, якщо вважати 00 , yx  координатами то-













x .       (1.2.15) 
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Шляхом алгебраїчних перетворень зведемо (1.2.15) до рівняння прямої у 



















 .                (1.2.16) 
Таким чином, у даному випадку складного опору нейтральна лінія є пря-
мою, яка проходить крізь квадранти з різними знаками нормальних напру-
















a  ;       (1.2.17) 
на відповідних координатних осях. 
 Добір розмірів перерізу при сумісній дії згинання та розтягання (сти-
скання) проводиться спочатку без впливу поздовжньої сили N . Напри-
клад, для бруса круглого перерізу момент опору має дорівнювати: 
 









yx .                (1.2.18) 
 
Для бруса прямокутного або двотаврового перерізу 































 , для двотаврової балки приймають середнє відношення 
155c  і знаходять потрібний номер двотавра методом послідовних на-
ближень. Першу спробу роблять по найбільшому за модулем згинальному 
моменту. Друга спроба, у випадку складного згинання, повинна перевіря-
тися з урахуванням іншої складової згинального моменту та додаткових 
напружень від поздовжньої сили  N . Допустиме перевантаження не по-
винно перевершувати 5 %. 
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 Одержані співвідношення (1.2.8) – (1.2.19) легко поширюються на 
окремий випадок сумісної дії плоского згинання та розтягання  (стискан-
ня). Для цього в зазначених рівняннях треба прийняти 0xM  (або 
0yM ). 
 
1.2.5. Позацентрове розтягання – стискання бруса 
 Окремим випадком сумісної дії згинання та розтягання (стискання) є 
так зване позацентрове розтягання (стискання). Такий вид складного опору 
має місце, якщо на брус довільного перерізу діє сила F , паралельна до осі 
бруса Z , що прикладена у точці Р, яка не співпадає з центром ваги перері-
зу (рис. 1.10). Точку Р з координатами PP yx ,  називають полюсом, а най-
коротшу відстань від неї до центру ваги перерізу – ексцентриситетом 
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PP yxe  . 
Для того щоб зробити висновки щодо напружено – деформованого 
стану бруса необхідно привести позацентрову силу F  до центра ваги пе-
рерізу. Згідно з законами теоретичної механіки, при паралельному перено-
сі сили в площині переносу з’являється додатковий момент, рівний добут-




Приведення сили F  до центра ваги О можна здійснити у два етапи 
(рис. 1.11). Спочатку перенесемо силу F  в площині паралельній  YOZ  на 
відстань Py  з точки P до точки С. У площині переносу з’являється момент 






Наступним кроком є перенос сили F  (і моменту xM ) на відстань 
Px  з точки С до точки О. Цей перенос здійснюється у площині  XOZ , 
тому в точці О з’являється момент Py xFM  . 
Момент xM , згідно з аксіомою теоретичної механіки, може бути пе-
ренесеним до будь якої точки конструкції без порушення її загальної рів-
новаги. Перенос моменту здійснюється паралельно площині його дії без 
зміни величини та напряму повороту. 












        (1.2.20) 
Із виразів (1.2.20) випливає незмінність внутрішніх зусиль уздовж осі 
Z . У разі позацентрового розтягання (стискання) усі перерізи стержня є 
рівнонебезпечними.  
 Отже, напружений стан у довільній точці перерізу В складається з 
напружень від поздовжньої сили N  та напружень від чистого згинання 




















































x  ,  – радіуси інерції відносно головних осей перері-
зу X та Y відповідно. 
 Для пошуку небезпечної точки у разі складного профілю перерізу, 
треба побудувати нейтральну лінію. Небезпечною буде точка, найвіддале-
ніша від нейтральної лінії. 
 Оскільки нейтральна лінія, за її визначенням, є геометричним місцем 



















де 00 , yx  – координати точки, що належить до нейтральної лінії. 






















00 ;1   .         















;  .        (1.2.22) 
Співвідношення (1.2.22) також можна здобути із (1.2.17) за допомо-
гою підстановки (1.2.20). Треба зазначити, що формули (1.2.17) мають 
більш широкий спектр дії, ніж (1.2.22). Наприклад, якщо до конструкції 
прикладаються декілька позацентрових навантажень, то поздовжня сила 
N  і згинальні моменти xM , yM  у (1.2.17) є алгебраїчними сумами відпо-
відних компонентів у перерізі. 
 Із залежностей (1.2.22) випливає, що нейтральна лінія перетинає ко-
ординатні осі в точках, які належать квадрантам, протилежним тому, де 
знаходиться полюс Р (рис. 1.12). 
Якщо проведемо паралельно до нейтральної лінії дотичні до контуру 
перерізу в обидва боки, знайдемо найбільш напружені точки K та L у роз-
тягнутій і стислій зонах перерізу відповідно (рис. 1.12). Якщо позначити  
KK yx ,  та LL yx ,  координати точок K  і  L відповідно, то умови міцності 
































































      (1.2.23) 
З урахуванням (1.2.20) умови (1.2.23) тотожні умовам (1.2.9). Тому, 
при різних формах перерізів і властивостей матеріалу, в разі позацентрово-
го розтягання (стискання) треба користуватися раніше наведеними сполу-
ченнями (1.2.9 − 1.2.14). 
 Аналізуючи співвідношення (1.2.22) можна дістати висновку, що 
нейтральна лінія не завжди перетинає переріз та не проходить через 
центр ваги перерізу. 
Якщо полюс співпадає з центром ваги ( 0 PP yx ), то нейтральна 
лінія проходить у нескінченості (напруження розподілені рівномірно по 
площі перерізу і мають один знак). Із збільшенням ексцентриситету „е” 
нейтральна лінія наближається до перерізу і у певний момент стає дотич-
ною до нього. Таке значення „е” вказує на межу ядра перерізу. При пода-
льшому збільшенні ексцентриситету нейтральна лінія перетне переріз і ро-
зподілить його на зони з різними знаками напружень (рис. 1.12). Це важли-
во для стержнів з крихких матеріалів, що погано чинять опір розтяганню 
(наприклад, чавун, бетон і т.п.). 
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 Отже, ядром перерізу називають замкнену зону навколо центра 
ваги перерізу, яка має таку властивість: якщо позацентрове наванта-
ження розміщене в зоні ядра, то нормальні напруження в усіх точках 
перерізу мають однакові знаки. 
 Для побудови ядра перерізу задаються різними положеннями нейт-
ральної лінії, дотичними до контуру перерізу, і обчислюють за допомогою 
(1.2.22) координати відповідних граничних точок ядра (точок, до яких має 














;   .                    
 
При обертанні нейтральної лінії навколо фіксованої точки контуру перері-
зу, полюс переміщується вздовж прямої лінії. 
 
1.2.6. Сумісна дія згинання та кручення для стержнів  
круглого або кільцевого перерізу 
 У сучасних силових пристроях широко використовується вали – ци-
ліндричні стержні круглого або кільцевого перерізів, за допомогою яких 
передається та розподіляється потужність (крутний момент) між елемен-
тами механічної системи. Навантаження на вали з боку зубчатих коліс, на-
тягу ременів, власної ваги вала та шківів спричиняють просторове згинан-
ня і кручення, чи складне згинання, кручення та розтягання (стискання). 
Тому у поперечних перерізах валів виникають такі внутрішні силові фак-
тори: yx MM ,  – згинальні моменти, кM  – крутний момент, yx QQ ,  – 
поперечні зусилля, N  – поздовжня сила. 
 Отже, в будь-якому перерізі можуть одночасно виникнути нормальні 
напруження      NMM yx  ,, , а також дотичні напруження  ,xQ  
 ,yQ   кM . Зазначимо, що у даному випадку, як і при складному 
згинанні, впливом дотичних напружень від поперечних сил можна знехту-
вати по зрівнянню з дотичними напруженнями, спричиненими крученням. 
Якщо відсутні і поздовжні сили N , то у перерізах вала залишаються лише 
згинальні yx MM ,  та крутний кM  моменти. Згинальні і крутний момен-
ти діють у трьох взаємно-ортогональних площинах. Якщо площина дії мо-
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менту проходить крізь вісь балки, то такий момент є згинальним. Момен-
ти, що діють у площині, ортогональній до осі вала, приводять к його кру-
ченню. 
 Наступним кроком до вирішення задачі є визначення небезпечного 
перерізу. Для круглого та кільцевого профілів ця операція спрощується за-
вдяки променевій симетрії перерізу. Оскільки усі осі, які проходять крізь 
центр ваги кола або кільця, є головними, то просторове згинання можна 
завжди звести до плоского, у площині дії сумарного згинального моменту 
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и yx MMM   .        (1.2.24) 
 Це легко пояснити, якщо згадати визначення вектора-моменту M  






Величина цього вектора дорівнює діючому моменту, а його напрям 
ортогональний до площини, у якій розташований момент. Вектор-момент 
має додатне значення, якщо дивлячись з кінця цього вектора, обертання 
пари сил здійснюється проти годинникової стрілки. 
 Розглянемо, наприклад, деякий переріз вала, і позначимо внутрішні 
моменти (рис. 1.14). 
Побудуємо вектори-моменти xM  та yM . Згідно з їх визначенням, 
обидва вектори мають розташування у площині перерізу XOY  і можуть 
бути складеними у геометричну суму згідно (1.2.24). Кожен з цих векторів 
співпадає за напрямом з нейтральною лінією власного моменту, тому век-
тор-момент иM  вказує спільну нейтральну лінію від одночасної дії обох 
згинальних моментів xM  та yM . Нахил нейтральної лінії визначається 










Площина дії сумарного згинального моменту иM  ортогональна до спіль-
ної нейтральної лінії. Точки 1 та 2, що лежать у площині моменту иM , є 
найбільш віддаленими від нейтральної лінії і мають максимальні, рівні за 

























  – осьовий момент опору кола.  
 Розподіл дотичних напружень від дії крутного моменту у тому ж пе-
рерізі наведений на рис. 1.15. 
Розподіл  кM  свідчить, що в контурних точках 1 та 2 діють одна-
кові максимальні дотичні напруження 
   
pW
M














 Таким чином, у точках 1, 2 маємо збіг найбільших нормальних та до-
тичних напружень. Напружений стан у цих точках – двохвісний (плоский) 
 иM2,1 ,  к2,1 M , тому для запису умови міцності треба 
використати відповідну гіпотезу міцності. 
 Будемо вважати, що матеріал вала є пластичним, до якого можна за-
стосувати ІІІ або ІV гіпотезу міцності (1.1.1), (1.1.2), з яких, використову-
























































       


























































Вирази (1.2.26) свідчать, що розрахунок валів круглого та кільцевого пере-
різів при сумісній дії згинання та кручення формально зводиться до розра-


















                    (1.2.27) 
 Таким чином, для визначення найбільш небезпечного перерізу слід 
зробити лише ряд розрахунків. Згідно з (1.2.27) треба підрахувати величи-
ни еквівалентних моментів у всіх потенційно небезпечних перерізах. Най-
небезпечніший з них має максимальний еквівалентний момент. Зазначимо 
також, що знаки складових моментів (їх напрям) у виразах (1.2.27) не ма-
ють особливого значення, тому при підрахунках, перш за все  треба зверта-
ти увагу до перерізів з максимальними за модулем згинальними та крут-
ними моментами. 
 
Приклад 1.1  
Розглянемо випадок складного опору на прикладі розрахунку діаме-
тру вала редуктора (рис. 1.16). Нехай вал редуктора передає потужність            
кВт100K , яка розподіляється між веденими шестернями у співвідно-
шенні 1:3, і обертається з кутовою швидкістю 
хв
об955n . Допустиме 










Для того щоб зробити розрахунки напружено-деформованого стану  
будь-якої деталі, треба визначити розподіл внутрішніх силових факторів в 
перерізах цієї деталі. Тому, зовнішні навантаження у вигляді сил та момен-
тів, що не діють безпосередньо на розрахунковий об’єкт, треба спочатку 
привести до центру ваги відповідних перерізів деталі. 
Якщо деталь знаходиться у складі механізму, враховуються лише ті 
навантаження, що діють саме на позначену деталь з боку інших відкинутих 
складових частин механізму. Тому у формуванні розрахункової схеми ма-
ють бути задіяні як активні, так і реактивні зусилля. 
Так тангенціальні сили tS  і tP  (рис. 1.16) є реакціями, діючими на 
ведені шестерні О і Е відповідно, з боку відкинутих сателітів. Активні зу-






Усі прикладені сили діють на відстані радіусів відповідних деталей 
від осі валу. Тож треба перенести ці сили до валу за допомогою паралель-
ного переносу. 
Розглянемо цей процес більш детально. У точці С такий перенос 






Перенос сили tT 2  до центра ваги вала на відстань 
2
1D  супроводжу-









TM z   






tM z  . 
Площину дії моментів 1zM , 2zM  неважко встановити за двома напрям-
ками. Перший є напрямком дії сил T  або t  (вісь Y ), другий напрямок – 
плече переносу (вісь X ). Тому площина дії обох моментів 1zM  та 2zM  є 
спільною площиною  XOY . Звісно, що у цій площині моменти діють ві-
дносно осі Z , що підкреслюється індексами моментів. 


















       (1.2.28) 













Повна розрахункова схема валу ОВСDЕ зображена на рис. 1.16. 
Крутні моменти zOM , zCM , zEM  приводять до кручення в площині 
 XOY , поперечні сили tP  та tF  згинають вал у площині  YOZ , а попе-
речна сила tS  дає згинання в площині  XOZ . 
Таким чином маємо сумісну дію кручення та складного згинання, що 
розкладається на два прості згинання у головних площинах валу (рис. 
1.16). 
Оскільки зусилля tF , tP , tS  зв’язані з крутними моментами, спочат-







M zC .              
З умов задачі 100 % потужності (крутного моменту) розподіляється між 










Таким чином у площині  XOY  встановлюється рівновага 
0 zEzCzOz MMMM  
По знайдених крутних моментах можна побудувати епюру. У перерізах 
21, zz  крутний момент дорівнює:     кHм25,02к1к  zOMzMzM , 
а у перерізах 43, zz :     кHм75,04к3к  zEMzMzM . 









































        (1.2.30) 
Для побудови епюри згинального моменту xM  у площині  YOZ  
треба спочатку врівноважити вал, тобто визначити реакції DyBy RR ,  .                         



















































.0;0  tDytByiy PRFRF  
Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються таким чином: 
     
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Аналогічну процедуру можна застосувати до побудови епюри згина-
льного моменту yM  в площині  XOZ . Але у даному випадку її можна 
дещо скоротити, спираючись на правила побудови епюр. Наприклад, в пе-
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рерізі 1z  згинальний момент yM  не залежить від реакцій опор і визнача-
ється дією зусилля tS   :       












У перерізі 4z  згинальний момент відсутній взагалі   04 zM y , а в пере-
різі 3z  момент є лінійною функцією реакції DxR . Він змінюється від ну-
льового значення у точці, де прикладена сила (плече сили дорівнює нулю), 
до значення моменту на суміжному інтервалі, тобто 
   













Небезпечний переріз визначаємо по найбільшому значенню еквіва-
лентного моменту (1.2.27). У нашому випадку для перерізу С 
кHм67,475,00,15,4 222IIIекв M  
або 
кHм65,475,075,00,15,4 222IVекв M . 
Для підрахунку діаметру використаємо, наприклад, ІІІ гіпотезу міцності 






















d         (1.2.31) 
Після округлення діаметру до найближчого стандартного значення по ряду 
40aR (ГОСТ 6836−80) маємо: .мм80d  
Наведемо ряд діаметрів для інтервалу значень від 30 мм до 120 мм: 
30; 32; 34; 36; 38; 40; 42; 45; 48; 50; 53; 56; 60; 63; 67; 71; 75; 80; 85; 90; 95; 
100; 105; 110; 120. 
Відомо, що різниця між ІІІ та ІV гіпотезами міцності не перевершує 
сімох відсотків у тому випадку, якщо у перерізі діють лише дотичні на-
пруження. У даному прикладі, підрахунок діаметру згідно ІV гіпотези міц-
ності дає приблизно ті ж самі результати. 
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1.2.7. Загальний випадок дії сил на стержень круглого  
або кільцевого перерізу 
Розрахункова схема вала редуктора, наведена на рис. 1.16 поперед-
нього розділу, відповідає дійсності, якщо передача зусиль з ведених шківів 
здійснюється за допомогою сил тертя. У разі використання у точках О і Е 
навіть найпростіших зубчатих прямозубих коліс, окрім окружних компо-
нентів зусиль tS  та tP  у зчепленні з’являються додаткові радіальні компо-
ненти rS  і rP . А якщо використати косозубі чи черв’ячні передачі, вини-
кають ще й осьові zS  і zP . Величини радіальних та осьових зусиль є похі-
дними від основних, окружних компонентів і залежать від геометричних 























                (1.2.32) 
де n  – кут головного профілю зуба (стандартне значення 
о20n ),
 
  – кут нахилу зуба до осі вала ( оо 208  ), середнє значення якого 
становить 
о15 . 
При цьому окрім згинання в двох площинах  XOZ  та  YOZ  в по-
перечному перерізі стержня виникає дія поздовжньої сили, що спричиня-
ється осьовими зусиллями. Напруження від деформацій згинання та розтя-
гання (стискання) діють по нормалі до поперечного перерізу. Отже, сумар-
не нормальне напруження можна визначити як алгебраїчну суму окремих 
компонентів від згинання та від розтягання (стискання) – 
   NM  и . 
Додатково, враховуючи дію кручення, маємо розподіл дотичних на-
пружень від кручення. Якщо, як в попередньому розділі, нехтуємо дією 
поперечних зусиль в силу їх малості в круглому або кільцевому перерізі, то 
дотичне напруження можна визначити  кM . 
Напружений стан при цьому також буде двохвісним або плоским. 




        
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   (1.2.33) 
 
Приклад 1.2  
 Як і в попередньому прикладі вал редуктора передає потужність            
кВт100K , яка розподіляється між веденими шестернями у співвідно-
шенні 1:3, і обертається з кутовою швидкістю 
хв
об955n . Допустиме 
напруження матеріалу вала   МПа100 . ,мм100,мм200 21  DD  
.м2,0,м4,0,м4,0,м2,0,мм50 43213  D  
 Розрахункова схема редуктора з косозубими веденими колесами на-
ведена на рис. 1.19. 










 Як і у попередньому прикладі, зробимо приведення усіх діючих сил 
до центрів ваги валу у відповідних перерізах. Перед тим зазначимо, що зу-
силля, прикладені до валу редуктора (рис. 1.19), можна умовно розподіли-
ти на дві групи.  
Перша включає ті, що потрапляють до заданих точок, рухаючись 
вздовж лінії власної дії. При такому просуванні сили ніякі додаткові моме-
нти не утворюються. У нашому прикладі це радіальні зусилля rS  і rP . 
До другої групи належать ті сили, що можуть потрапити до центрів 
ваги валу тільки шляхом паралельного переносу. У цих випадках до пере-
несеної сили треба додати ще й момент, який утворюється у площині пе-
реносу. Остання визначається за двома напрямками: перший – той, у якому 
діє сила, другий – плече переносу (найкоротша відстань від лінії, вздовж 
якої діє сила, до заданої точки). Обертання утвореного моменту відносно 















































Переніс зусиль tT 2  та t  до точки С здійснюється так само, як у попе-
редньому прикладі (рис. 1.17). Загальна схема дії сил зображена на рис. 
1.19. 
 Як і у попередньому розділі, розкладемо складне просторове наван-
таження на окремі прості, згідно з принципом суперпозиції. У даному ви-
падку, окрім кручення і згинання у двох головних площинах валу, при ная-
вності осьових компонентів zS  та zP , з’являються додаткові навантажен-
ня розтягання і стискання. 
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 Окружні зусилля  tF , tS ,  залишаються ти самі, що і у поперед-
ньої задачі, тому зберігається і розподіл крутних моментів zOM , zCM , 
zEM . 
 Зміни у розрахункових схемах згинання, у порівнянні з попереднім 
прикладом, потребують перерахунків опорних реакцій та перебудови епюр 
згинальних моментів xM  та yM . 
 У площині  YOZ : 























































.0;0  tDytByriy PRFRSF  
Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються наступним чи-
ном: 
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 У площині  XOZ  





















































.0;0  rDxBxtix PRRSF  
Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються так: 













     
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Схема дії розтягання − стискання та епюра  поздовжніх сил N  наве-
дена на рис. 1.19. Слід нагадати, що для побудови епюри спочатку треба 
урівноважити вал у поздовжньому напрямку, тобто виконати умову 
0 izF . 
Реактивне зусилля BH  виникає у точці, де встановлена нерухома у даному 
напрямку опора. З умов рівноваги 0 zBz PHS  дістаємо 
.кH5,7 zzB PSH  
Враховуючи правила знаків для внутрішніх поздовжніх сил, маємо: 
 









































































































  – площа, 
осьовий та полярний моменти опору круглого перерізу відповідно. 
 Рівняння (1.2.34) можна використати і у разі кільцевого перерізу, для 































c   – співвідношення між внутрішнім d  та зовнішнім D  діаметрами 
кільця. 
Пошук небезпечного перерізу провадять за допомогою обчислення 
еквівалентних моментів (1.2.27), так само, як у попередньому розділі. Так у 
нашому прикладі, використовуючи ІV гіпотезу міцності знайдемо, що у 




екв M  
На відміну від прикладу 1.1 (див. рис. 1.14) положення найбільш на-
пруженої точки залежить від знака поздовжньої сили. Якщо у перерізі діє 
розтягувальне зусилля 0N , яке дає додатні напруження  N , то най-
більші небезпечною стає точка 1: 
   NM  и11max . 
У разі дії стискаючого зусилля 0N  найбільші напруження, за модулем, 
виникають у точці 2: 
   NM  и22max . 
Зважаючи на те, що для перерізів у вигляді кола та кільця 
    ,и2и1 MM   
можна узагальнити умови міцності в найбільш небезпечній точці для будь-





























































     (1.2.35) 
 Для спрощення розрахунків обчислення діаметру вала на першому 
етапі проводиться без урахування дії поздовжньої сили. При цьому почат-
кове (занижене) значення діаметру визначається за формулою (1.2.31), яке 
на другому етапі розрахунків уточнюється за вимогами (1.2.35). 




















Після округлення діаметру до найближчого стандартного значення маємо: 
.мм85d  
Проведемо уточнюючі підрахунки. Для цього за визначеним діамет-
ром підрахуємо окремі складові напружень у виразі (1.2.35). З епюри поз-




















Згинальний момент у перерізі С: 
.кHм15,571,186,4 2222и  yx MMM  

























Сумарні нормальні напруження: 
    МПа25,8679,046,85иmax  NM . 

























Тоді еквівалентні напруження дорівнюють 
.МПа92,8622,6325,863 2222IVекв   
Знайдене еквівалентне напруження значно менше допустимого, тому 
з метою економії матеріалу беремо менше стандартне  значення діаметру − 





















Згинальний момент у перерізі С: 
.кHм15,571,186,4 2222и  yx MMM  

























Сумарні нормальні напруження: 
    МПа4,1039,05,102иmax  NM . 

























Тоді еквівалентні напруження дорівнюють 
.МПа2,10446,734,1033 2222IVекв   
Знайдені еквівалентні напруження  перевищують допустимі значен-
ня менш ніж на 5 відсотків, тому остаточно приймаємо діаметр  
мм80d . 
 У разі дії значних поздовжніх зусиль, еквівалентні напруження мо-
жуть також перевищувати допустимі значення. Тоді слід прийняти наступ-
не більше стандартне значення діаметру вала і повторити  підрахунки . 
 
1.2.8. Загальний випадок дії сил на брус прямокутного перерізу 
У практиці машинобудування досить часто використовуються конс-
трукції зібрані з елементів некруглих перерізів. Якщо такий елемент зна-
ходиться під дією усіх шістьох компонентів внутрішніх зусиль N , 
yx QQ , , yx MM , , кM , то визначення його напружено-деформованого 
стану є досить складною задачею. 
Особливі складнощі виникають при появі кручення, дотичні напру-
ження від якого мають розподіл, що залежить від геометричних характери-
стик перерізу. Рішення задач кручення для різних за формою перерізів да-
ють аналітичні та чисельні методи теорії пружності. Одержані висновки та 
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основні результати розрахунків можна використати в курсі опору матеріа-
лів. 
Крім того, відсутність аналітичних зв’язків між геометричними ха-
рактеристиками перерізу при згинанні та крученні не дає можливості ви-
користання зведених величин, таких як еквівалентний момент. 
Ці обставини унеможливлюють пошук небезпечного перерізу з ви-
користанням єдиної формули, як у разі круглого або кільцевого перерізу 
стержня. Тому конструкції з елементів некруглого профілю, як правило, 
мають декілька потенційно небезпечних перерізів. У кожному з них треба 
провести власний аналіз напруженого стану і на цій базі зробити висновки 
для конструкції в цілому. 






Для побудови епюр внутрішніх зусиль введемо правогвинтову сталу 
систему координат  XYZ . Така система може бути перенесена до будь-
якої точки конструкції без зміни положення координатних осей.  
Інколи для розв’язання такої задачі використовується рухома систе-
ма координат. Її особливість полягає в тому, що одна з осей рухомої сис-
теми завжди відслідковує головний напрямок стержня. Однак, для рішення 
задачі вибір координатної системи принципового значення не має. 
Проводячи розрахунки на міцність складних стержньових систем за 
допомогою метода перерізів, треба дотримуватись наступних положень: 
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 незалежно від навантаження кожен прямолінійний елемент (стер-
жень) конструкції вважається окремою ділянкою, в межах якої треба зро-
бити довільний переріз; 
 для побудови епюр внутрішніх силових факторів на будь-якій ді-
лянці треба привести до її початкової точки усі зовнішні сили та моменти з 
відсіченої частини.  
Приведення сил і моментів виконується згідно з правилами теоретич-
ної механіки, отже сила до заданої точки може потрапити завдяки перемі-
щенню вздовж лінії власної дії, або за допомогою її паралельного перено-
су. В останньому випадку до сили треба додати момент, рівний добутку 
сили з плечем переносу. Площина дії утвореного моменту визначається 
двома напрямками – діючої сили і відрізка, вздовж якого відбувається пе-
ренос. Зосереджений момент до заданої точки потрапляє без зміни його 
значення, площини дії та напрямку обертання. 
Вибрана у якості приклада просторова статично визначувана конс-
трукція (рис. 1.22) має жорстке затиснення перерізу О. В центрі ваги цього 
перерізу у загальному випадку дії сил виникають шість реактивних зусиль 

















Для консольних конструкцій можна застосувати такий порядок розг-
ляду ділянок, що жодна реакція не потрапить до відсіченої частини конс-
трукції. Це можливо, якщо перерізи zyx ,,  наближати до жорсткого зати-
снення з вільних кінців конструкції. При обраному в такій спосіб порядку 
розгляду інтервалів реактивні зусилля у жорсткому затисненні можна не 
визначати. Відсічені частини та початкові точки (вузли) ділянок вказані на 
рис. 1.23.  
Але, якщо відсічена частина конструкції включає до свого складу то-
чку О, визначити реактивні зусилля потрібно, і у подальшому оперувати 





Для побудови епюри будь-якого силового фактору в межах довільної 
ділянки треба виконати наступні дії: 
 згуртувати всі зовнішні сили та моменти з відсіченої частини 
конструкції у початковій точці ділянки; 
 зробити в межах цієї ділянки переріз і ввести поточну координа-
ту, яка відраховується з початкової точки (вузла) ділянки; 
 жорстко затиснути брус у зробленому перерізі, зводячи його роз-
рахункову схему до консольної. 
В процесі розбудови епюр треба дотримуватись правил знаків для 
сил та моментів, а також до вимог розташування епюр в межах кожної ді-
лянки. 
Як і раніше будемо користуватися наступними правилами знаків для 
внутрішніх сил та моментів. Так поздовжня сила вважається додатною, 
якщо її дія є розтягуюча. Додатна сила завжди направлена назовні по ві-
дношенню до довільного перерізу ділянки. Стискаюче зусилля є 
від’ємним, а напрямок його дії – протилежний. Епюра поздовжньої сили 
може бути розташована у будь-якій площині, яка проходить крізь відпові-
дну ділянку. Вона повинна мати знак зусилля та його значення. 
 Побудова епюр згинальних моментів провадиться за правилами, що 
прийняті у машинобудуванні. Спочатку визначається площина дії моменту 
за координатними напрямками сили і ділянки, до якої вона прикладена. 
Наступним кроком до побудови епюри є моделювання прогину відповідної 
ділянки під дією сили або моменту і визначення положення стислих воло-
кон балки. Епюра згинального моменту будується в площині його дії з 
боку стислих волокон, згідно з функцією розподілу моменту вздовж осі 
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ділянки. Числове значення моменту вказується на епюрі в усіх точках йо-
го зміни. 
 Знак крутного моменту може бути визначений довільним образом. 
Наприклад, дивлячись з боку перерізу на обертання зовнішнього (крутно-
го) моменту навколо осі ділянки, можна призначити додатне або від’ємне 
значення внутрішнього крутного моменту. Приймемо, що обертання су-
против годинникової стрілки є додатним.  
Оскільки площина дії крутного моменту завжди ортогональна до осі 
ділянки, його складно відобразити на плоскому кресленні. Тому епюри 
крутних моментів будують або окремо від епюри згинальних моментів, або 
додають їх в останню чергу, розташовуючи на вільних місцях, прилеглих 
до даної ділянки. Для візуального відокремлення крутних моментів від 
згинальних, обрис епюри крутного моменту штрихують гвинтовою спірал-




В якості прикладу визначимо запас міцності консольної конструкції з 
прямолінійних стержнів прямокутного профілю, які жорстко з’єднані у ву-
злах (рис. 1.22). Навантаження мають значення кH101 F , кH202 F , 
кH303 F , а довжини ділянок м5,01  , м4,02  , м3,03  . Розміри 
прямокутного профілю у кореневому перерізі О-О дорівнюють см12h , 
см6b . Причому сторони позначають, щоб виконувалась нерівність 
bh  . Припустимо, що матеріал конструкції має межу текучості 
МПа300т  . 
При побудові епюр внутрішніх силових факторів для нашої констру-
кції (рис. 1.22) у даному прикладі використаємо принцип суперпозиції. 
Сили  1F , 2F , 3F , будемо прикладати послідовно, відстежуючи дію кож-
ної сили окремо на всіх ділянках просторового бруса. Загальний результат 
отримаємо, якщо просумуємо відповідні епюри на усіх ділянках конструк-
ції. 
 Спочатку будемо вважати, що діє лише сила 1F . Схема ї приведення 






Паралельний перенос 1F  з  D  до  С  породжує момент у площині  XOZ . 
.кHм55,0101111  FM  
Рух сили з  С до В утворює додатковий момент у площині  YOZ  
.кHм44,0102121  FM  
 Таким чином (рис. 1.24), перша ділянка DС знаходиться в умовах 
поперечного згинання в площині  XOZ . 











При погляді з додатного напрямку осі „у”, стислими на цій ділянці є воло-
кна стержня, що зліва (які мають від’ємну координату „z”). 
 На другій ділянці СВ маємо сумісну дію поперечного згинання в 
площині  YOZ  та кручення  
















Епюра моменту xM  повинна бути розташована на правих, стислих волок-
нах ділянки, при погляді з додатного напрямку осі „х”. 
 Третя ділянка ОВ стискається поздовжньою силою 
,кH101  FN  
а також згинається постійними сконцентрованими моментами у двох голо-
вних площинах перерізу 
    .кHм5;кHм4 1121   MzMMzM yx  
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Момент 11M , площина дії якого  XOZ  стискає праві волокна стержня 
ОВ (з додатною координатою „х”). Момент 21M  діє у площині  YOZ , 
стискаючи верхні волокна ділянки (волокна, що мають додатну координа-
ту „у”). 





 Слід зауважити, що всі вузли конструкції „n” повинні відповідати 
умовам рівноваги під дією внутрішніх моментів в однієї площині, тобто 
виконується рівняння: 
0 nM  
На рис. 1.26 показані внутрішні моменти, що діють при наближенні до ву-





 Такий спосіб контролю при побудові епюр слід застосовувати до ко-
жного вузла конструкції. 
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 Дія сили 2F  розповсюджується на другу та третю ділянки конструк-
ції. Згідно з прийнятим порядком розгляду інтервалів (рис. 1.23), до першої 
ділянки вона не потрапляє. 
 Тож зусилля 2F  дає поперечне згинання другої ділянки 











Площина дії моменту –  XOY , стислі волокна стержня у цій площині – 
праві, з додатною координатою „х”. У точці В момент zM  набуває зна-
чення 
.кHм82222  FM  
Такий момент є крутним по відношенню до ділянки ВО, вісь якої ортого-
нальна до площини його дії. Зусилля 2F  у точці В стає поперечним до 
останньої ділянки (рис. 1.27), тому воно згинає стержень ОВ у площині 
 XOZ . Стислі волокна у цій площині мають додатну координату „х”. 
























Сила 3F  вже приведена до початкової точки останнього інтервалу та є по-
перечною до нього, тому 











Площина дії моменту xM  –  YOZ , стислі волокна розташовані знизу і 
мають від’ємну координату „у”. Епюри внутрішніх силових факторів від 






Якщо просумувати відповідні епюри з рис. 1.25, 1.28, 1.30, отримає-
мо загальний розподіл внутрішніх сил та моментів по елементах конструк-
ції (рис. 1.31). Сумування проводиться по кожній ділянці з дотриманням 







Значення внутрішніх сил та моментів на сумарних епюрах (рис. 1.31) в пе-
рерізі О відповідає реактивним зусиллям ON , yOxO QQ , , yOxO MM , , 
zOM  у затисненні. 
Для того, щоб зробити оцінку щодо несучої спроможності конструк-







де кр  – критичне напруження, по відношенню до якого встановлюється 
запас міцності (це може бути або границя текучості − т , або границя мі-
цності − в ), max  – максимальне еквівалентне напруження в небезпеч-
ній  точці перерізу. 
Розглянемо методику визначення коефіцієнту запасу n . У якості 
прикладу зупинимося на перерізі О (рис. 1.29), в якому діють усі без ви-
ключення внутрішні зусилля (рис.1.31). На рис. 1.32 зображено цей переріз 
з усіма внутрішніми силовими факторами, дивлячись у бік затиснення.   
Напрямок дії внутрішніх зусиль та моментів в перерізі О відповідає 





Підрахуємо напруження від кожного з компонентів внутрішніх зу-













WbhA yx  
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При крученні стержня прямокутного перерізу коефіцієнти ,  визначимо 
по таблиці [4]. При відношенні сторін прямокутника 2
b
h , добираємо: 
795,0;246,0  . 
Тоді момент опору кручення 
322
к см3,106612246,0  bhW . 
  Нормальні напруження від поздовжньої сили кH10ON  рівномі-












N OO . 
Від дії згинальних моментів кHм5xOM , кHм11yOM  нор-
мальні напруження розподіляються за лінійним законом, збільшуючись від 





















































Згідно з напрямком дії, згинальний момент xOM  (рис. 1.32) розтягує 
точки І-го та ІІ-го квадрантів і стискає нижню половину перерізу (ІІІ та ІV 
квадранти). Момент yOM  (рис. 1.32) діє таким чином, що ліва частина пе-
рерізу (ІІ та ІІІ квадранти), опиняється у зоні розтягання, а права частина (І 
та ІV квадрант) – у зоні стискання. 
Дотичні напруження від крутного моменту OMк  набувають макси-
мальних значень у точках, що лежать на серединах сторін прямокутника. 
Найбільші з них  ОMкmax  з’являються посередині більших сторін. У 
серединах коротших сторін прямокутника мають місце локальні максиму-
ми  напружень    ОО MM кmaxкmax1   : 
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 


























Напруження від дії поперечних зусиль yOxO QQ ,  теж є дотичними. 
Вони обчислюються згідно з формулою Журавського і набувають макси-










































Розподілення компонент напружень в [МПа] в перерізі О–О пред-





Дотичні напруження, за напрямком дії, завжди співпадають з відпо-
відним внутрішнім зусиллям. Так, напруження  ОMк  у площині перері-
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зу утворюють потік, направлений за годинниковою стрілкою, за напрям-
ком дії OMк . Вектор дії дотичних напружень від дії поперечних зусиль 
співпадає з вектором самих зусиль. 
Аналізуючи напружений стан перерізу можна зробити наступні ви-
сновки: 
 у кутових точках прямокутника відсутні дотичні напруження, то-
му ці точки мають лінійний (одновісний) напружений стан; 
 найбільш небезпечною точкою перерізу може бути або кутова то-
чка, або точка, що належить до середини сторони прямокутника. Остання 
має плоский (двовісний) напружений стан, завдяки наявності напружень 
двох різних типів. 
За цими ознаками для аналізу міцності конструкції в небезпечному 
перерізі оберемо найбільш напружену кутову точку 5, середини більшої 
(т.4 та т.8) та меншої (т.2 та т.6) сторін прямокутника (рис. 1.32). 






Напружений стан в точці 5 – лінійний (одновісний), тому сумарне 
напруження визначається як алгебраїчна сума компонент напружень: 






Однозначно визначити найбільш небезпечну точку з номерами 2, 4, 
6, 8,  неможливо, тому що в точці 4 нормальні і дотичні напруження одно-
го знаку. В точці 8 навпаки, нормальні  і дотичні напруження різного зна-
ку. Розглянемо обидві точки. Для точки 4 маємо  
 
 61 
 Напружений стан в точці 4 – двовісний (плоский). 
   











Використовуючи ІV гіпотезу міцності, отримаємо 
.МПа1,2096,8132,1543 2222IVекв4   




 Напружений стан в точці 8 – двовісний (плоский). 
   











Використовуючи ІV гіпотезу міцності, отримаємо 
.МПа9,1920,6934,1513 2222IVекв8   
Порівняння напружень у середніх точках коротких сторін прямокут-
ника (рис. 1.33) не дає перевагу жодній точці. Тому розглянемо обидві.  




Напружений стан в точці 6 – двовісний (плоский). 
   











Використовуючи ІV гіпотезу міцності, отримаємо 
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.МПа2,1038,5531,363 2222IVекв6   
Для точки 2 маємо  
 
 
Напружений стан в точці 2 – двовісний (плоский). 
   











Використовуючи ІV гіпотезу міцності, отримаємо 
.МПа1,11628,6433,333 2222IVекв2   
Таким чином, максимальне еквівалентне напруження діє у точці 4 , 









  Коефіцієнт запасу n > 1. Таким чином можна стверджувати, що 
умова міцності виконується, а просторовий брус є міцним. 
 
1.3. Розрахунково-проектувальне завдання 
 
При вивченні розділу „Складне навантаження ” в курсі “Опір матері-
алів ” ставиться мета навчити студентів основам інженерного розрахунку 
елементів конструкцій машин і механізмів на міцність і жорсткість при 
комплексному навантаженні. Таке навантаження може привести до спіль-
ної дії декількох  простих видів деформування з урахуванням, при цьому, 
умов роботи, властивостей матеріалів та різноманітних типів поперечних 
перерізів. 
Для кращої організації і більш ефективної самостійної роботи студе-
нтів, згідно з вимогами програми курсу “Опір матеріалів ”, студентам про-
понується до виконання декілька задач по темі “Розрахунки на міцність 
стержнів при складному деформуванні ”. Виконуючи цю роботу, студент 
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практично знайомиться з методами обчислення комбінації навантажень, 
побудови епюр внутрішніх зусиль, визначення небезпечних перерізів та 
використовуючи відповідну теорію міцності, аналізує напружений стан в 
точці, визначає розміри поперечного перерізу, що забезпечують міцність 
конструкції для різноманітних схем, або визначає запас міцності. 
 
1.3.1. Склад розрахунково-проектувального завдання 
Розрахунково-проектувальне завдання складається з трьох етапів: 
1. Рішення запропонованих викладачем задач для певних варіантів 
розрахункових схем і вихідних даних, оформлення їх за вимогами кафедри 
опору матеріалів. 
2. Написання контрольних робіт за темою РПЗ. 
3. Захист РПЗ. Захист включає в себе пояснення методів і принципів 
розв'язання задач і відповідь на контрольні теоретичні запитання. Кількість 
та об’єм цих запитань визначається викладачем індивідуально для кожного 
студента. 
Мета роботи – визначення внутрішніх силових факторів для запро-
понованих розрахункових схем на окремих ділянках стержнів, побудуван-
ня епюр, проведення проектувального та перевірочного розрахунків на мі-
цність. 
Дано: 
1. Схема заданої системи з  вказівкою довжин дільниць і зовнішньо-
го навантаження. 
2. Границя текучості т  матеріалу. 
 
РПЗ складається з двох обов’язкових для рішення задач: 
1.  Проектувальний розрахунок. Для заданої схеми навантаження 
валу редуктора визначити розмір поперечного перерізу (діаметр). Варіанти 
розрахункових схем наведені в додатку 1.1, а чисельні дані – в таблиці 
Д1.1. 
2.  Перевірочний розрахунок. Для заданої схеми просторової стер-
жньової системи з жорстко скріпленими ділянками визначити найнебезпе-
чнішу точку прямокутного поперечного перерізу та визначити коефіцієнт 
запасу міцності. Варіанти розрахункових схем наведені в додатку 1.2, а чи-
сельні дані – в таблиці Д1.2. 
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1.3.2. Порядок виконання завдання 
 
Задача №1. Визначити діаметр валу, навантаженого зусиллями в різ-
них площинах, використовуючи IV теорію міцності 
1.  Виписати для заданого варіанту чисельні дані. В певному масшта-
бі накреслити схему заданої системи з зазначенням її лінійних розмірів і 
зовнішніх навантажень. 
2.  Привести зовнішні зусилля на вісь валу. 
3.  Розкласти складне навантаження на комбінацію простих видів де-
формування: згин в площинах (YOZ) та (XOZ), кручення та центральне 
розтягання – стискання. 
4.  Побудувати епюри внутрішніх силових факторів по довжині валу. 
5.  Визначити небезпечний переріз валу по максимальному значенню 
еквівалентного моменту при відсутності поздовжньої сили. 
6.  Визначити допустимий діаметр валу редуктора з IV теорії міцнос-
ті. 
7.  Перевірити міцність валу при наявності поздовжньої сили. 
 
Задача №2. Для заданої просторової стержньової системи визначити 
коефіцієнт запасу міцності 
1.  Виписати для заданого варіанту чисельні дані. В певному масшта-
бі накреслити схему заданої системи з зазначенням її лінійних розмірів і 
зовнішнього навантаження. 
2.  Побудувати епюри внутрішніх силових факторів на окремих діля-
нках та в стержньовій системі в цілому. 
3.  Обчислити компоненти напружень в заданому перерізі, побудува-
ти епюри цих напружень. 
4.  Розглянути напружений стан в імовірно небезпечних точках попе-
речного перерізу та обчислити максимальні напруження. 
5.  Визначити найнебезпечнішу точку поперечного перерізу та знайти 
коефіцієнт запасу міцності. 
 
1.3.3.  Приклади розв’язання задач 
 
1.3.3.1.  Зразок виконання задачі 1 − Розрахунок валу редуктора 
Дано: ;кH20;кH30;кH20;кH10 4321  FFFF  
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Приведення сил до осі валу редуктора. 
 
Точка K . 
 
Після приведення в точці K знаходяться поперечні сили : 2F – паралельно 
осі Y , 3F – паралельно осі X ; поздовжня сила 1F  та моменти 
кHм4,004,01011  aFM  – згинальний в площині  XOZ , 
кHм8,004,02022  aFM  – крутний в площині  XOY . 
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Точка D . 
 
 
Після приведення в точці D  знаходяться поперечні сили: 5F – паралельно 
осі Y , 6F – паралельно осі X ; поздовжня сила 4F  та моменти 
кHм0,105,02044  bFM – згинальний в площині  YOZ , 
кHм0,205,04066  bFM – крутний в площині  XOY . 
 
Точка L . 
 
 
Після приведення в точці L  знаходяться поперечні сили 8F – паралельно 
осі Y , 9F – паралельно осі X ; поздовжня сила 7F  и моменти 
кHм6,104,04077  cFM – згинальний в площині  XOZ , 
кHм2,104,03088  cFM – крутний в площині  XOY . 
 












































































Побудова епюри згинальних моментів xM : 
 
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Перевірка рівноваги валу: 
  .02,10,28,0;0 862 MMMMZ  
Побудова епюри крутних моментів кM : 
  ;кHм8,00 21к11  MzMz   
  ;кHм8,022к2121  MzMz   
  ;кHм2,10 83к43  MzMz   
  .кHм2,184к3444  MzMz   











Побудова епюри поздовжніх сил N : 
  ;кH100 11111  FzNz   
  ;кH101222121  FzNz   
  ;кH400 73343  FzNz   
  .кH307443444  CHFzNz   











Внутрішні зусилля в перерізах: 
Переріз К .  
.кH10;кHм8,0;кHм4,0;0 к  NMMM yx  
Переріз B .  
.кH10;кHм8,0;кHм4,3;кHм0,2  NMMM кyx  
Переріз 
D  (зліва).  
.кH10;кHм8,0;кHм32,5;кHм9,4 к  NMMM yx  
Переріз 
D  (справа).  
.кH30;кHм2,1;кHм32,5;кHм9,5 к  NMMM yx  
Переріз 
C  (справа).  
.кH40;кHм2,1;кHм4,1;кHм5,4 к  NMMM yx  
Переріз L .  
.кH40;кHм2,1;кHм6,1;0 к  NMMM yx  
Еквівалентні моменти в перерізах: 
  .кHм8,08,075,04,0075,0 2222к
22IV
екв  MMMKM yx
 
  .кHм0,48,075,04,3275,0 2222к
22IV



















































  кHм01,8IVеквIV max екв  DMM  – небезпечний переріз D  (справа). 
 
Визначення діаметру вала з умови міцності в першому приближенні  
(без урахування поздовжньої сили). 
 






















Приймаємо збільшений до найближчого стандартного значення діаметр – 
мм90d  (див. п. 1.2.6). 
 
Перевірка міцності валу з урахуванням дії поздовжньої сили 
 
Визначаємо геометричні характеристики перерізу: 
.м109,72100,91,01,0 36633   dWx  















 Максимальні напруження в перерізі 
D  (справа) 









































 Перевіримо виконання умови міцності: 
 











C  (справа) з максимальною поздовжньою силою.
  








































 Перевіримо виконання умови міцності в перерізі 
C  (справа) 
 










 Остаточно приймаємо .мм90d  
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1.3.3.2.  Зразок виконання задачі 2 − Розрахунок просторового 
 брусу 
Дано: .кH40;кH25;кH30;кH20 4321  FFFF  
.см15;см8;см40;см30;см10 54321  




Побудова епюр внутрішніх силових факторів 
  ділянка DK. 




Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальний момент: 
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      .кHм0,315,020;00; 5151   FMMyFyM xxx  
 Епюра згинального моменту будується в площині (YOZ), на стислих воло-
кнах. 
 поперечна сила: .кH201  FQz  
  ділянка СD. 
Вважаємо, що ділянка СD жорстко закріплена в точці С. Силу 1F  
приводимо до точки D з додатковим моментом кHм0,35151  FM  в 
площині  YOZ . 
 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
  згинальні моменти: 
 























 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, на стис-
лих волокнах. 
 поперечні сили: 
.кH201  FQz   .кH404  FQy  
 крутний момент: 
 76 
.кHм0,351к  MM  
 ділянка BC. 
Вважаємо, що ділянка BC жорстко закріплена в точці B. Всі наван-
таження з точки D приводимо до точки С. При цьому виникають додаткові 
моменти кHм0,21111  FM в площині  XOZ  від дії сили 1F  та 
кHм0,41414  FM  в площині  XOY  від дії сили 4F . Момент 
51M  переноситься вздовж осі X  без змін. 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальні моменти: 





























 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, на 
стислих волокнах. 
 поперечні сили: 
;кH40;кH30 42  FQFQ yx  
 поздовжня сила: ;кH201  FN  
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 крутний момент: ;кHм0,414к  MM  
 ділянка LB. 




Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальний момент: 
      .кHм0,208,025;00; 4343   FMMyFyM xxx  
 Епюра згинального моменту xM  будується в площині (YOZ) на стислих 
волокнах. 
 поперечна сила: .кH253  FQz  
 ділянка OB. 
Ділянка OB жорстко закріплена в точці O. Всі навантаження пере-
носимо в точку B з точок С та L. 
Силу 3F  приводимо до точки B з додатковим моментом 
кHм0,24343  FM  в площині  YOZ . 
Сила 2F  приводиться до точки B з додатковим моментом 
кHм0,92222  FM   в площині  XOZ . 
При приведенні сили 4F  до точки B виникає додатковий момент 
кHм0,122424  FM  в площині  YOZ . 
Моменти 11M , 51M , 14M  та сила 1F  переносяться вздовж осі  Z  
без змін. 
Моменти, що лежать в одній площині алгебраїчно просумуються: 
кHм13432451*   MMMM   в площині  YOZ ; 
кHм72211**   MMM   в площині  XOZ . 
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Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальні моменти: 
 
 



































 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, на стис-
лих волокнах. 
 поперечні сили: 
;кH40;кH30 42  FQFQ yx  
 поздовжня сила: ;кH45*  FN  




 Епюри внутрішніх силових факторів просторового бруса: 























































































































































































Визначення найнебезпечнішої точки поперечного перерізу 
Підраховуємо еквівалентні напруження у восьми характерних точках небе-




Напружений стан – лінійний (одновісний) 









Напружений стан – плоский (двовісний). 
    .МПа0,1178,1208,3max  xMN  
    .МПа4,102,148,3к1max  MQx  




Напружений стан – лінійний (одновісний) 
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Напружений стан – плоский (двовісний). 
    .МПа8,980,958,3max  yMN  
    .МПа2,100,52,15maxкmax  yQM  




Напружений стан – лінійний (одновісний) 




Напружений стан – плоский (двовісний). 
    .МПа6,1248,1208,3max  xMN  
    .МПа0,182,148,3к1max  MQx  
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Напружений стан – лінійний (одновісний) 




Напружений стан – плоский (двовісний). 
    .МПа2,910,958,3max  yMN  
    .МПа2,170,52,15maxmax  yк QM  
.МПа9,952,1732,913 2222IVекв8   
 
  .МПа6,219,...,,max 5821max   
 















1.3.4. Розрахункові схеми та чисельні дані 







Продовження додатка 1.1 
 





Продовження додатка 1.1 
 





Продовження додатка 1.1 
 

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































F  2F  3F  4F  1  2  3  4  b  h  т  
1.  40 – -10 20 8 20 40 10 8 10 360 
2.  30 -20 – 40 10 30 50 12 10 12 240 
3.  40 30 40 – 12 40 30 14 12 14 650 
4.  10 -40 – 30 14 50 20 8 10 14 250 
5.  40 – -20 10 12 20 50 14 8 12 380 
6.  20 20 30 -40 10 30 40 12 12 14 320 
7.  10 – -40 20 8 40 20 10 10 12 360 
8.  30 40 – 30 10 50 30 8 8 10 340 
9.  10 -30 40 – 12 40 50 10 10 12 360 
10.  30 10 – 20 14 30 20 12 12 14 250 
11.  20 – 10 40 12 20 50 14 8 12 800 
12.  10 30 -40 10 10 30 20 12 10 12 320 
13.  30 – 30 40 8 40 30 10 12 14 250 
14.  20 20 – -30 10 50 20 8 10 12 650 
15.  10 -30 20 – 12 40 30 10 8 14 300 
16.  30 40 – 10 14 30 40 12 12 14 340 
17.  40 – -10 20 8 20 40 10 8 10 360 
18.  30 20 40 – 12 40 30 14 12 14 650 
19.  40 – -20 10 12 20 50 14 8 12 380 
20.  10 – -40 20 8 40 20 10 10 12 360 
21.  10 -30 40 – 12 40 50 10 10 12 360 
22.  20 – 10 40 12 20 50 14 8 12 800 
23.  30 – 30 40 8 40 30 10 12 14 250 





1. Яка комбінація внутрішніх зусиль при складному навантаженні 
стержня круглого перерізу дає дотичні і нормальні напруження у довільній 
точці перерізу? 
2. Які внутрішні силові фактори у перерізі стержня мають місце при 
косому та просторому згинанні  
3. Як визначити нормальні напруження  у довільній точці перерізу 
стержня при косому згинанні? 
4. Як проходить нейтральна лінія при позацентровому розтяганні 
(стисканні)? 
5. Можлива чи ні поява нормальних напружень різних знаків при  
позацентровому розтяганні (стисканні), якщо нейтральна лінія проходить 
поза контуром перерізу або дотична до нього? 
6. Чи можливе існування тільки розтягуючих напружень при поза-
центровому стисканні? 
7. Чи можна скористуватися формулами еквівалентного моменту 
при розрахунках на згинання з крученням бруса прямокутного перерізу? 
8. Як визначити небезпечні перерізи  при сумісній дії згинання та 
кручення? 
9. Як відшукати небезпечні перерізи в разі згинання силами, що ді-
ють у різних площинах? 
10. Які відмінності має розташування нейтральної лінії при косому 
згинанні і позацентровому розтяганні (стисканні)? 
11. Чи може виникати косе згинання при чистому згині стержня кру-
глого перерізу? 
12. Виникають або ні дотичні напруження у разі дії позацентрової по-
здовжньої сили? 
13. Чи є залежність форми ядра перерізу від величини  позацентрової 
поздовжньої сили? 
14. Як залежить кут нахилу нейтральної лінії при косому згинанні від 
співвідношення згинальних моментів Му  / Мх  ? 
15. Як, знаючи положення нейтральної лінії, знайти найбільш напру-
жені точки та побудувати епюру нормальних напружень? 
16. Як розташовані точки перерізу, де діють максимальні нормальні 
напруження , по відношенню до нейтральної лінії? 
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17. Які внутрішні силові фактори виникають у перерізах брусу при 
косому згинанні? 
18. Які внутрішні силові фактори виникають у перерізах брусу при 
позацентровому розтяганні (стисканні)? 
19. Які комбінації силових факторів мають місце при складному де-
формуванні? 
20. Які напруження виникають в точках вала круглого перерізу при 
згинанні з крученням? 
21. Вкажіть можливі небезпечні точки бруса прямокутного перерізу 
при згинанні з крученням? 
22. Які точки брусу прямокутного перерізу при  позацентровому роз-
тяганні (стисканні) є найбільш небезпечними? 
23. Запишіть рівняння нейтральної лінії при позацентровому розтя-
ганні (стисканні). З яких міркувань його отримують? 
24. Як виглядають умови міцності при використанні третьої та четве-
ртої гіпотез міцності? 
25. Запишіть рівняння нейтральної лінії при косому згинанні . З яких 
міркувань його отримують? 
26. Який напружений стан мають точки валу круглого перерізу при 
згинанні з крученням? 
27. Як виглядає епюра нормальних напружень, що побудована по лі-









2. РОЗРАХУНКИ СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНИХ 
СТЕРЖНЬОВИХ СИСТЕМ 
 
 При практичних розрахунках реальних будівельних або машинобуді-
вних конструкцій виникає проблема рішення задач визначення переміщень 
та напружень в складних стержньових системах, більшість яких є статично 
невизначуваними. Є декілька методів розкриття статичної невизначуванос-
ті, зокрема, метод сил та метод переміщень. При використанні цих методів 
необхідно визначати переміщення в довільних перерізах стержньової сис-
теми, тому розглянемо один з універсальних методів визначення перемі-
щень для пружних  систем. 
 
2.1. Визначення переміщень в стержньових системах 
 
Однією з найважливіших задач опору матеріалів є оцінка жорсткості 
конструкції, тобто визначення лінійних та кутових переміщень під дією 
зовнішнього навантаження для довільної стержньової пружної системи 
(балки, рами, криволінійного стержня, або ферми). Визначення переміщень 
є частиною метода сил при розкритті статичної невизначуваності стерж-
ньових систем. Також визначення переміщень є необхідною складовою 
рішення задачі при розрахунку конструкцій на динамічні навантаження. 
Введемо позначення й основні поняття. 
Згинальний момент від зовнішнього навантаження  xFxF MzM )(   
позначимо як FM . Згинальний момент від одиничної сили (моменту) -  
xM  чи M . Переміщення (прогин, кут повороту) від зовнішнього на-
вантаження позначається ij , де перший індекс i зв'язаний з  точкою та 
напрямком переміщення; другий індекс  j зв'язаний з причиною, що викли-
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кала переміщення. Лінійне переміщення (прогин) від одиничної сили та 
кутове переміщення від одиничного моменту позначаємо ij . 
 
2.1.1. Інтеграл Максвелла – Мора 
Розглянемо балку довжиною  , навантажену  в точці 1 силою F  
(рис. 2.1). Визначимо переміщення 21  (у точці 2 від сили, прикладеної в 
точці 1). 
1. Перший стан. У точці 1 прикладемо зосереджену силу F. Прогин у точ-
ці 1 дорівнює 11 , у точці 2 − 21 . У перерізах балки виникає згинальний 
момент  від зовнішнього навантаження xFM . Сила F прикладається ста-
тично і виконує роботу 111
2
1
 FW  на шляху 11  (див. графік на рис. 
2.1.1). Визначаємо потенціальну енергію деформації, що виражена через 








1 . Потенціальна енергія дефо-
рмації 1U  чисельно дорівнює роботі зовнішніх сил 1W , тобто: 11 UW  . 
2. Другий стан. У точці 2 статично прикладемо одиничну силу, що, зги-
наючи балку, виконує роботу (див. графік на рис. 2.1.2) на переміщенні 
22 . У перерізах балки виникає згинальний момент xM  від одиничної си-
ли. Робота одиничної сили 222 1
2
1









2 . Як і в попередньому випадку 22 UW  . 
3. Третій стан. У точці 2 статично прикладемо одиничну силу, що, дефор-
муючи балку, виконує роботу 2W  на переміщенні 22  (див. графік на рис. 
2.1.3). До деформованої балки статично у точці 1 прикладемо зосереджену 
силу F , що, деформуючи балку з уже прикладеною одиничною силою, 
виконує роботу 1W  (див. графік) на переміщенні 11 . Точка 2 одержить 
ще переміщення 21 , а одинична сила виконає роботу 212 1 
W  (див. 
графік) на переміщенні 21 . Від дії сили F  й одиничного навантаження в 






Робота двох сил визначиться як:       





  FWWWW ,  
а потенціальна  енергія пружної деформації виразиться через сумарний 
згинальний момент як:   


























Порівнюючи вирази для  33,UW , після нескладних перетворень  одержимо 
вираз для визначення переміщень, що носить назву «інтеграл Мора»: 
 







21 .                                  (2.1) 
Якщо узагальнити  вираз (2.1) на випадок сумісної дії згинання, розтягання 
та кручення, отримаємо формулу Максвелла − Мора [2]: 
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  .     (2.2) 
Індекси “x”, “y” в формулі (2.1.2) позначають головні осі перерізу ділянки 
стержня, індекс “к” – крутний момент, s  − номер ділянки довжиною   , 
yx kk ,  − коефіцієнти, що залежать від форми перерізу. 
 
Порядок визначення переміщень за допомогою інтеграла 
 Максвелла − Мора 
1. Прикладаємо зовнішнє навантаження, визначаємо опорні реакції, 
розбиваємо балку на ділянки, записуємо вирази (функції) згинального мо-
менту xFM  для кожної ділянки. 
2. Замість заданого зовнішнього навантаження у точці, переміщення 
якої визначаємо, прикладаємо: 
а) одиничну силу (при визначенні прогину); 
б) одиничний момент (при визначенні кута повороту перерізу). 
Визначаємо опорні реакції, на кожній ділянці записуємо вирази (функції) 
згинального моменту xM . 
3. Підставляємо функції (вирази) xFM  і xM  в інтеграл  Мора (2.1) 
та робимо відповідні обчислення. 
4. Якщо результат обчислень є додатним, то напрямок  переміщення 
збігається з напрямком одиничного навантаження і  навпаки. 
 
Приклад  
 Консольна балка постійного поперечного перерізу (EIx=const) довжиною 
  навантажена на кінці зосередженою силою F (рис. 2.2 а). Визначити 
прогин AV та кут A  повороту на кінці консолі. 
1. Запишемо функцію FzM xF   (рис. 2.2 а). 
2. У точці A  прикладаємо одиничну силу (рис. 2.2 б) та записуємо 
функцію zM x  1 . 
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4. Для визначення кутового переміщення у точці A  прикладаємо 
одиничний момент (рис. 2.2 в) та записуємо функцію 1xM . 


















Результат обчислення прогину AV  додатний, тому напрямок дійсного пе-
реміщення  збігається з напрямком одиничної сили. Результат обчислення 
кута повороту A  негативний, тому  дійсний напрямок  повороту перерізу 
в точці A   є протилежним напрямку одиничного моменту. 
 
2.1.2. Обчислення інтеграла Мора способом перемноження епюр        
Обчислення інтегралів Мора істотно спрощується, якщо одна з епюр 
прямолінійна. Ця умова виконується для систем, що складаються з прямих 
стержнів, оскільки при цьому епюри внутрішніх сил від одиничного нава-
нтаження (зосередженої сили або пари) завжди обмежені прямими лініями.
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Правило Верещагіна. Графоаналітичний спосіб визначення інтегра-
ла Мора був запропонований О.М. Верещагіним. Обчислення за цією фор-
мулою виконують по ділянках, на кожній з яких епюра від одиничного на-





Згідно формули Верещагіна інтеграл Мора дорівнює добутку пло-
щі  
xFM
  епюри від зовнішнього навантаження xFM  на ординату 
одиничної епюри xCM , розташованої під центром ваги епюри від за-






                     (2.3) 
 Якщо обидві епюри прямолінійні, можна множити площу будь-якої з 
них на ординату іншої під центром ваги першої. 
 Коли епюра xFM  має складний вигляд, то її слід розбити на прості 
фігури, для яких легко визначити площу і положення центра ваги. При 
цьому кожну з площин треба множити на ординату одиничної епюри під 
центром ваги відповідної площі. Ординати в цьому разі зручно позначати 











                      (2.4) 
Користуючись способом Верещагіна, необхідно пам'ятати, що добу-
ток епюр позитивний, якщо ординати обох епюр відкладені з одного боку 
від осі стержня рами, і негативний, якщо ординати епюр відкладені з різ-
них сторін. В тих випадках, коли одна з епюр криволінійна, береться пло-
ща m  криволінійної епюри, а ордината m   під її центром ваги з прямо-
лінійної епюри. Особливості застосування правила Верещагіна видно з 
рис. 2.4 а,б. 
 
  








MxM F  
Рисунок 2.4 
  
 Зазначимо, що епюри внутрішніх силових факторів від зовнішнього 
та одиничного навантажень на окремих ділянках стержня складаються з 
досить простих фігур: прямокутник, трикутник, парабола і т.д. Площа   















Парабола (квадратична)  
з вершиною в т. А 
  
Парабола (квадратична)  
з вершиною в т.А 
Парабола (квадратична)  




Наведемо ще два способу графоаналітичного визначення інтеграла 
Мора. 
Правило трапецій (тільки для лінійних епюр – рис. 2.5 а).У випадку, 
коли епюра від зовнішніх навантажень FM  , як і одинична 1M  є ліній-
ною, формула Верещагіна (2.3) набуває вигляду  






.          (2.5) 
 
Рисунок 2.5 
                  
Правило Симпсона − Корноухова (для лінійних епюр  та квадратичних 
парабол − рис. 2.5 б). Якщо одна з епюр є квадратичною параболою або 
прямою, а інша − прямою, то ефективним є застосування формули Симп-
сона − Корноухова:  






.                (2.6) 
Тут  21,hh  − крайні ординати епюри FM  (нелінійної або лінійної) на ді-
лянці; 21,hh - крайні ординати одиничної епюри (лінійної) на ділянці; 0h  і 
0h  − середні ординати епюр на ділянці.  
 
2.1.3. Приклади визначення переміщень 
 
Приклад 2.1.1  Для консольної балки, що навантажена силою F  та розпо-
дільним навантаженням q  на ділянці довжиною a  визначити   вертикаль-








м1,см2500,кH20 4x  aIF . 
Визначаємо опорні реакції BB MR ,  
 (рис. 2.6 а). 
  Рисунок 2.6 
 







2 2  qaFaMMaqaaFM BBBi  
Навантажуємо балку  одиничною силою у точці А (рис. 2.6 б), де треба ви-
значити переміщення і визначаємо опорні реакції BB MR , . 
.10y  FRRFF BB  
.2202 aaFMMaFM BBBi   
 Записуємо рівняння згинальних моментів на ділянках балки від зов-






































Визначаємо  вертикальне переміщення перерізу A  − AV  двома спо-
собами. По-перше, застосуємо інтеграл Максвелла – Мора: 
   































































































































































Додатне значення прогину AV  зазначає, що переріз A  переміщується в на-
прямку дії одиничного зусилля F . 
По-друге, для визначення прогину в перерізі А застосуємо графоаналітич-
ний спосіб. Для цього необхідно мати епюри згинального моменту від зов-
нішнього FM  (рис. 2.6 в) та одиничного AM  (рис. 2.6 г) навантажень. На 
ділянці, де FM  − квадратична парабола, необхідно використовувати пра-
вило Симпсона – Корноухова (2.6), а на ділянці  з лінійною залежністю – 
правило трапецій (2.5): 















































Двома методами отримано однакові результати, тому у наступних прикла-




          Для шарнірно обпертої ба-
лки, навантаженою згинальним 
моментом M  та силою F , ви-
значити кутове переміщення в 
точці A  −  A . 
Дано: ,constx EI   









Визначаємо опорні реакції 
BA RR ,  (рис. 2.7 а). 
 

























Навантажуємо балку одиничним моментом в перерізі А (рис. 2.7 б), де тре-
















RaRMM AABi   
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 Записуємо рівняння згинальних моментів від зовнішніх навантажень 
 jF zM  і одиничного  навантаження  jA zM  на ділянках балки та буду-
















































Визначаємо кут повороту графоаналітичним методом. На ділянках 2 та 3 





































































Негативне значення кута повороту A  зазначає, що переріз  А повертаєть-
ся в напрямку протилежному дії одиничного моменту M , тобто в напрям-




          Для рамної конструкції, ша-
рнірно обпертої в точках B  і C , 
визначити повне лінійне перемі-
щення в точці A  − A . 
Дано: ,constx EI  









  Рисунок 2.8 
Визначаємо опорні реакції BBC HRR ,, : 
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RaFaRM CCB  
.кH200y  FRRFRRF CBBC  
Визначення повного переміщення A  точки А складається з двох частин: 
знаходження вертикального 
верт
A  та горизонтального 
гор
A  переміщень. 
 
Для визначення вертикального 
переміщення 
верт
A   
допоміжну систему (рис. 2.9) 
навантажуємо одиничною вер-
тикальною силою у точці А, де 
треба визначити це перемі-




BBC HRR  
.0
верт
 BX HF  










RaFaRM CCBi  
10
вертвертвертверт
 FRRFRRF CBBCY . 
 В більшості випадків при визначенні переміщень в балках та пласких 
рамах можна враховувати тільки вплив згинального моменту. 
Записуємо рівняння згинальних моментів від зовнішніх навантажень 
 jF zM
верт
 і одиничного навантаження  jA zM
верт
 на ділянках рами та 







































































Для визначення вертикального переміщення в перерізі А використаємо 



















































поміжну систему навантажуємо 
одиничною горизонтальною си-
лою у точці А,  визначаємо опо-
рні реакції (рис. 2.11) 
.,,
горгоргор




















RaFaRM CCBi  
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     .10
горгоргоргор
 CBBCY RRRRF  
Записуємо рівняння згинальних моментів від зовнішніх навантажень 
 jF zM
гор
 і одиничного навантаження  jA zM
гор






















































































































Вектор повного переміщення A  дорівнює векторній сумі вертикального 
верт
A  та горизонтального 
гор
A  переміщень (рис. 2.8). Його числове зна-
чення визначається за формулою: 
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    .мм75,2667,067,2 222гор2верт  AAA  
 
2.2 Статично невизначувані системи 
  
2.2.1 Основні поняття та визначення 
 
     На рис. 2.13 а наведено 
шарнірно обперту балку. 
Всі три реакції  BAA RHR ,,  
визначаються з трьох умов рі-
вноваги плоскої системи сил.  
  Рисунок 2.13 
Використовуючи метод перерізів, легко знайти внутрішні силові фактори у 
будь якому перерізі балки. 
Додамо ще одну шарнірну-рухому опору в перерізі С (рис. 2.13 б). В на-
слідок цього система стала більш жорсткою, проте з погляду геометричної 
незмінюваності цей зв’язок «зайвий». Тепер з трьох рівнянь рівноваги чо-
тири реакції  CBAA RRHR ,,,  визначити неможливо. Балка, що зображе-
на на рис. 2.13 б, один раз статично невизначувана, т. я. реакції зв’язків не 
можуть бути однозначно визначені з рівнянь статичної рівноваги. 
Таким чином, статично невизначуваними називаються системи, силові 
фактори в елементах яких тільки з рівнянь рівноваги визначити неможна. 
У таких системах зв’язків більше, ніж необхідно для рівноваги. Отже, деякі 
зв’язки виявляються в цьому розумінні, так би мовити, зайвими, а зусилля 
в них – зайвими невідомими. За числом «зайвих» зв’язків або зайвих неві-
домих зусиль установлюють ступінь статичної невизначуваності систе-
ми. 
Ступінню статичної невизначуваності системи n  називається різниця 
між числом невідомих зусиль та кількістю незалежних рівнянь статичної 
рівноваги. 
Зв'язки в рамах і стержньових системах ділять на зв'язки зовнішні і 
зв'язки внутрішні. Під зовнішніми зв'язками розуміються умови, що накла-
даються на абсолютні переміщення деяких точок системи. В разі плоскої 
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системи в шарнірно-рухомій опорі є один зовнішній зв'язок, в нерухомому 
шарнірі − два, в жорсткому закріпленні − три. Просторове закріплення ві-
дповідає шести зовнішнім зв'язкам. Зовнішні зв'язки часто ділять на необ-
хідні і додаткові. Наприклад, на рис. 2.14 а,б показана плоска рама, що має 





Для того щоб визначити положення рами в площині як жорсткого цілого, 
необхідне накладення трьох зв'язків. Отже, в першому випадку рама має 
необхідні зовнішні зв'язки, а у другому, крім того, два додаткові зовнішні 
зв'язки. 
Під внутрішніми, або взаємними, зв'язками розуміються обмеження, що 
накладаються на взаємні зміщення елементів рами. Тут також можна гово-
рити як про необхідні, так і про додаткові зв'язки. 
 
 
             Рисунок 2.15 
 
       Так, наприклад, 
плоска рама, що по-
казана на рис. 2.15 
а, має необхідну кі-
лькість як зовніш-





Якщо будуть задані зовнішні сили, ми зможемо за допомогою рівнянь ста-
тики знайти як реакції опор, так і внутрішні силові фактори в будь-якому 
поперечному перерізі рами. У тій же рамі, що наведена на рис. 2.15 б, крім 
зовнішніх накладені два додаткові внутрішні зв'язки, які забороняють вза-
ємне вертикальне і горизонтальне зміщення точок  А і В. Система в цьому 
випадку двічі статично невизначувана (іноді додають: “внутрішнім обра-
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зом"). У рамі (рис. 2.14 а,б) також є внутрішні додаткові зв'язки. Контур 
рами повністю замкнутий. Розрізаючи його в будь-якому перерізі (рис. 
2.16), ми, не порушуючи кінематичної незмінюваності, отримуємо можли-




     Отже, розрізаючи замкнену раму, 
ми знімаємо додаткові зв'язки, тобто 
дозволяємо перетинам А і В поверта-
тися і зміщуватися в двох напрямках 
один відносно одного.  
                     Рисунок 2.16 
Узагальнюючи, можна сказати, що замкнений плоский контур має три до-
даткові внутрішні взаємні зв’язки. Таким чином, рама, показана на рис. 
2.14 а, тричі статично невизначувана. Рама показана на рис. 2.14 б, п'ять 
разів статично невизначувана (три рази внутрішнім образом і два рази – 
зовнішнім). 
 
2.2.2 Метод сил 
 Для визначення зусиль у статично невизначуваних системах додат-
ково до рівнянь статики складають так звані рівняння сумісності деформа-
цій. Насправді, «зайві» зв’язки обмежують переміщення тих перерізів, до 
яких вони прикладені. Цю обставину й використовують для складання до-
даткових рівнянь, які разом з рівняннями статики дають змогу визначити 
всі силові фактори в елементах системи. 
Розглянемо етапи розрахунку статично невизначуваної системи. 
− визначаємо ступінь статичної невизначуваності заданої системи, 
тобто кількість зайвих зв’язків або зайвих зусиль. 
− обираємо статично визначувану систему, усуваючи зайві зв’язки і 
зовнішні навантаження. Ця система зветься основною системою. Для од-
нієї тієї самої статично невизначуваної вихідної системи можливі різні ва-
ріанти основних систем. Однак треба стежити за тим, щоб кожна з них бу-
ла кінематично-незмінюваною. Раціональний вибір основної системи 
спрощує розрахунок. 
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− будуємо еквівалентну систему. Для цього завантажуємо основну 
систему заданим зовнішнім навантаженням і невідомими зусиллями, що 
заміняють дію усунених зв’язків.  
− знаходимо невідомі зусилля nXXX ,...,, 21  з системи рівнянь, що 
отримані з кінематичних обмежень, що притаманні заданій системі. Отже, 
невідомі зусилля треба добирати таким чином, щоб деформація основної 
системи не відрізнялася від деформації вихідної статично невизначуваної.  
 Визначати переміщення відповідних точок основної системи можна 
будь-яким способом, проте найкраще загальними методами – за допомо-
гою інтеграла Максвелла – Мора або способом Верещагіна. 
 Після знайдення зайвих невідомих зусиль, визначаємо реакції, буду-
ємо епюри внутрішніх силових факторів. Повна (сумарна) епюра моментів 
M , очевидно, може бути отримана шляхом складання вантажної епюри 









при цьому ординати епюр обираються по всім ділянкам у відповідних точ-
ках з урахуванням знаків. 
 Епюри внутрішніх силових факторів також можна будувати тради-
ційним способом: визначаємо опорні реакції для еквівалентної системи, 
записуємо рівняння внутрішніх силових факторів в окремих перерізах і 
будуємо епюри.  
  Після цього або добираємо перерізи стержньової системи, або визна-
чаємо допустиме зовнішнє навантаження, або перевіряємо міцність конс-
трукції. 
 Наведена схема розрахунку має назву методу сил, оскільки як осно-
вні невідомі тут вибирають узагальнені зусилля  зайвих зв’язків. 
 При розрахунку багатопрольотних нерозрізних балок (що опирають-
ся більше ніж на дві опори і не мають проміжних шарнірів) ця схема декі-
лька змінюється. В якості основної системи в деяких випадках рекомендо-
вано не усування зайвих зв’язків, а встановлення додаткових шарнірів, ро-
зташованих на осі балки над проміжними опорами. Таким чином перетво-
рюється на нуль згинальний момент у даному перерізі й, отже, знижується 
ступінь статичної невизначуваності на одиницю. При складанні додатко-
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вих кінематичних рівнянь прирівнюються нулю взаємні кути повороту в 
місцях встановлення додаткових шарнірів. 
  
2.2.3 Канонічні рівняння методу сил 
Додаткові рівняння переміщень, що виражають рівність нулю пере-
міщень (лінійних або кутових) у напрямках зайвих невідомих, зручно 
складати в так званій канонічній формі, тобто за певною закономірністю. 
 
 
       Спочатку розглянемо систему, один 
раз статично невизначувану (рис. 2.17 а). 
Як зайве невідоме виберемо реакцію в 
опорі В. Тоді, навантаживши основну си-
стему заданим навантаженням і зайвою 
невідомою силою 1X  (еквівалентна сис-
тема − рис. 2.17 б), прирівняємо до нуля 
повне переміщення точки В основної сис-
теми в напрямі 1X :                    
     Рисунок 2.17 
  .0, 111  XF                              (2.7) 
Обчислюючи 1 , застосуємо принцип незалежності дії сил:  
1111  F , 
де F1  – переміщення від заданого навантаження (рис. 2.17 в); 11  – пе-
реміщення від сили 1X . 
 Якщо 11  – переміщення в напрямі 1X  від сили 11 X  (рис. 2.17 г), 
то    11111 X ,     і рівняння переміщень (2.7) набирає вигляду: 
01111  FX            (2.8) 
Це канонічна форма рівняння переміщень для один раз статично не-
визначуваної системи. 
Для системи з двома зайвими зв’язками додаткові рівняння мають 
вигляд: ,0,0 21   де  2111 ,, XXF  – повне переміщення в 
напрямі 1X  від заданого навантаження та зайвих невідомих сил 1X  і 2X ; 
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 2122 ,, XXF  – повне переміщення в напрямі 2X  від заданого на-
вантаження та зайвих невідомих сил 1X  і 2X . 
 Виходячи з принципу незалежності дії сил, запишемо переміщення 
1  та 2  у вигляді сум переміщень, спричинених окремо кожною з неві-
домих сил 1X , 2X  та заданим навантаженням F . Використовуючи вибра-









                   
 За аналогією можна записати в канонічній формі рівняння перемі-














   
 Повне переміщення si  можна визначити як добуток одиничного 
переміщення si , спричиненого дією одиничної сили iX , на відповідну 
узагальнену силу :   isisi X , тоді система рівнянь методу сил у ка-

















         (2.9) 
де n  – кількість зайвих зв'язків (ступінь статичної невизначуваності) сис-
теми. 
Коефіцієнти  si  рівнянь (2.9) являють собою лінійні зміщення або 
кути повороту в основній (статично визначуваній) системі від дії сил і мо-
ментів 1iX , доданих по напрямкам ""s  невідомих зусиль. Вільні члени 
sF  визначають відповідні узагальнені переміщення, викликані заданим 
зовнішнім навантаженням. 
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Коефіцієнти  і  вільні   члени  канонічних  рівнянь  (2.9)  обчислю-
ються за допомогою інтегралу Максвелла − Мора:  
































































       (2.10) 
 
де складання проводиться по усім j  дільницям пружної системи. 
Для визначення інтегралів Мора (2.10) необхідно мати відповідні 
епюри sssss QQNMMM yxyxк ,,,,, , які будують для основної системи, 
що навантажена тільки силами 1sX  кожною окремо, а також «вантаж-
ні» епюри   FFFFFF QQNMMM yxyxк ,,,,, , які будують також для ос-
новної системи, але від заданого зовнішнього навантаження.  
         На відміну від просторової стержньової системи для  багатопрольот-
ної балки у виразі (2.10)  залишаються складові, що містять згинальний 
момент та поперечну силу, а для плоскої рами − згинальний момент, попе-
речну і поздовжню сили.  
В інженерних розрахунках реальних конструкцій дію поперечних та 
повздовжніх сил можна не враховувати, оскільки вони вносять незначний 
вклад у кінцевий результат. Тому вираз (2.10) набуває вигляд: 









xx .                                (2.11) 
Коефіцієнти канонічних рівнянь (2.9) визначають за формулою 












                         
На підставі теореми про взаємність переміщень  issi   [1]. 
Значення коефіцієнтів канонічних рівнянь, як показують вирази 
(2.10), залежать від співвідношення згинальних xEI , yEI  та крутної кGI  
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жорсткостей поперечних перерізів стержньової системи та довжин   від-
повідних ділянок стержня. 
Якщо рама зібрана з прямолінійних стержнів постійної згинальної і 
крутної жорсткості, то безпосереднє інтегрування в формулі Мора можна 
замінити перемноженням епюр по способу Верещагіна (2.3). 
 
2.2.4 Перевірка правильності розрахунків 
Після визначення невідомих зусиль з канонічних рівнянь методу сил 
та побудови епюри моментів M  для заданої системи, слід зробити пере-
вірку. Спочатку необхідно з'ясувати виконання умов статичної рівноваги 
вузлів рами, для цього необхідно вирізати кожний вузол і дію відкинутих 
частин замінити моментами. Величину моментів взяти з епюри M . При 
цьому стрілки, що вказують дію згинаючого моменту, направлені у бік 






Алгебраїчна  сума моментів повинна дорівнювати нулю: 
.0213  MMMM i  
Перевірка правильності побудованих епюр згинальних моментів (пе-
ревірка виконання умови еквівалентності) також проводиться шляхом ви-
значення переміщення в місцях прикладення зайвих невідомих зу-
силь(деформаційна перевірка). Для цього необхідно перемножити епюру 
згинальних моментів M  і епюри згинальних моментів iM  від одинич-





Якщо ці переміщення з заданою точністю (35%) будуть дорівнювати ну-




2.2.5 Приклади розкриття статичної невизначуваності 
Приклад 2.2.1 
Дано: м1,кH20,constx  aFEI . 
Визначити: Для шарнірно обпертої балки, навантаженої силою F, побуду-
вати епюри згинального моменту і поперечної сили. 
− знаходимо ступінь статичної невизначуваності балки  (рис. 2.19 а):   
134 n . 
− обираємо основну систему (рис. 2.19 б). Для цього встановимо до-
датковий шарнір в тіло балки над проміжною (середньою) опорою. При 
цьому згинальний момент в даному перерізі перетворюється на нуль. Тоді 
балку можна уявити складеною з двох незалежних  балок (рис. 2.19 в). 
− будуємо еквівалентну систему шляхом прикладання зовнішньої 
сили F  і невідомого згинального моменту 1X  в перерізі з одиночним ша-
рніром (рис. 2.19 в). 
− до основної системи прикладаємо одиничний момент 11 X  (рис. 
2.19 г) і будуємо епюру 1M  (рис. 2.19 д). 
− до основної системи прикладаємо зовнішнє навантаження (силу 
F ) (рис. 2.19 е) і будуємо  «вантажну» епюру  FM  (рис. 2.19 ж). 
− записуємо канонічне рівняння метода сил: 01111  FX . Тут 
11  – взаємний кут повороту в місці встановлення додаткового шарніра від 
прикладання одиничного згинального моменту в напрямку його дії, а F1  
– взаємний кут повороту в місці встановлення одиничного шарніра від 
прикладання зовнішнього навантаження (сили F ). 
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− шляхом складання по ділянках балки епюри FM  і епюри 1M  бу-
дуємо епюру 1MMM F   (рис. 2.19 и). 
− проводимо деформаційну перевірку шляхом визначення взаємного 
кута повороту в місці одиночного шарніра. Якщо цей взаємний кут пово-
роту з заданою точністю (35%) буде дорівнювати нулю, то розрахунки по 
розкриттю статичної невизначуваності та побудови епюри M  вірні. Для 
цього необхідно перемножити епюру згинальних моментів M   для стати-
чно невизначуваної системи  і епюру згинальних моментів 1M : 
 
















































Епюра поперечних сил Q  (рис. 2.19 к) будується з урахуванням опорних 
реакцій, які визначаються для еквівалентної системи (рис. 2.19 в) після 
знаходження моменту 1X . 
  































При цьому, для ділянок балки 0-1 та 1-2 опорні реакції знаходяться окре-
мо, а сумарна реакція у першому шарнірі визначається за алгебраїчною 
сумою лівої і правої частки цієї реакції: 
.кH76,1388,188,11111 





     
 
              Рисунок 2.20 
Дано:  
м1,кHм20,constx  aMEI . 
Визначити: Для прямокутної рами 
(рис. 2.20), навантаженої моментом М, 
побудувати епюри згинального момен-
ту, поздовжніх та поперечних сил. 
− Визначаємо ступінь статичної неви-
значуваності рами (рис. 2.20): 
134 n . 
− Обираємо основну статично визначу-  
   
 
вану систему (рис. 2.21 а). 
Для цього встановимо рухо-
мий шарнір замість нерухо-
мого в точці  В. 
− Будуємо еквівалентну сис-
тему шляхом прикладання зо-
внішнього моменту М  і неві-
домої сили 1X  у точці В у на-
прямку  відкинутого зв’язку 
(рис. 2.21 б).  
− Будуємо епюру 1M , для 
цього до основної системи 
прикладаємо одиничну силу 
11 X  (рис. 2.21 в, г) . 
− Будуємо епюру FM  , для 
цього до основної системи 
прикладаємо зовнішнє наван-
таження (момент М) (рис. 
2.21 д, е). 
− Записуємо канонічне рів-
няння метода сил: 
  Рисунок 2.21 
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01111  FX  , 
тут 11  – лінійне переміщення у точці  В  у напрямку сили 1X  від одинич-
ної сили 11 X , а  F1  – лінійне переміщення у точці  В  у напрямку си-
ли 1X  від прикладання зовнішнього навантаження (моменту М). 
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Рисунок 2.22 
 
− Будуємо епюру 111 XMM   від знайденої сили 1X  (рис. 2.22 а). 
− Шляхом складання по ділянках балки епюри FM  (рис. 2.21 е) і епюри 
1M  (рис. 2.22 а) будуємо епюру 1MMM F   (рис. 2.22 б). 
− Виконуємо деформаційну перевірку шляхом визначення лінійного пере-
міщення 1  в напрямку 1X , яке з заданою точністю ( %53 ) повинно 
дорівнювати нулю. Для цього необхідно перемножити епюру згинальних 





































Епюри поздовжніх – N  та поперечних – Q  сил (рис. 2.24 а, б) бу-
дуються з урахуванням опорних реакцій в шарнірах А і В , які визначають-






RM BA  
      ;кH200 BA RRY  
      .кH60 1XHX A  




2.3 Розрахунково-проектувальне завдання 
 
При вивчені розділу “Статично невизначувані системи” в курсі “Опір 
матеріалів” ставиться мета навчити студентів основам інженерного розра-
хунку статично невизначуваних елементів конструкцій машин і механізмів 
на міцність і жорсткість при дії постійного навантаження з урахуванням 
умов роботи та закріплення цих елементів. 
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Для кращої організації і більш ефективної самостійної роботи студе-
нтів, згідно з вимогами програми курсу “Опір матеріалів”, студентам про-
понується до виконання розрахунково-проектувальне завдання (РПЗ) по 
темі “Розрахунки на міцність статично невизначуваних систем”. Виконую-
чи цю роботу, студент практично знайомиться з вибором основної систе-
ми, методами обчислення переміщень, побудови епюр моментів, попереч-
них і поздовжніх сил в статично невизначуваних системах. 
 
2.3.1 Склад та порядок виконання завдання 
Розрахунково-проектувальне завдання складається з трьох етапів: 
1. Рішення запропонованих задач, оформлення їх за вимогами кафе-
дри “Опору матеріалів”. 
2. Написання контрольних робіт за темою РПЗ. 
3. Захист РПЗ. Захист включає в себе пояснення методів і принципів 
розв'язання задач і відповідь на контрольні запитання. Кількість та об’єм 
цих запитань визначається викладачем індивідуально для кожного студен-
та. 
Дано: 
Схеми багатоопорної  балки та плоскої рами з  вказівкою довжин ді-
льниць і зовнішнього навантаження. 
Мета роботи – розкриття статичної невизначуваності запропонова-
них розрахункових схем, визначення внутрішніх силових факторів, побу-
дова відповідних епюр, розрахунок на міцність та жорсткість. 
Порядок виконання завдання 
1. Виписати для заданого варіанту числові дані. В певному масштабі 
накреслити схему заданої системи з зазначенням її лінійних розмірів і зов-
нішніх навантажень. 
2. Встановити ступінь статичної невизначуваності системи. 
3. Розглянути можливі варіанти основної системи і вибрати з них 
раціональний для проведення подальших розрахунків. 
4. Зобразити еквівалентну схему. 
5. Скласти систему канонічних рівнянь методу сил для даного варі-
анту основної системи. 
6. Побудувати для вибраної основної системи епюри моментів від 
заданих навантажень та одиничних сил. 
7. Обчислити коефіцієнти канонічних рівнянь методу  сил. 
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8. Вирішити систему канонічних рівнянь і визначити невідомі зу-
силля nXXX ,..., 21 . 
9. Побудувати остаточні епюри внутрішніх силових факторів  для 
заданої статично невизначуваної системи.  
10. З умови міцності провести розрахунок розмірів круглого або ква-
дратного перерізу. 
РПЗ складається з двох обов’язкових для рішення задач: 
1. Розкрити статичну невизначуваність багатопрольотної нерозрізної 
балки (додаток  2.1), побудувати епюри згинального моменту та попереч-
ної сили, визначити розміри перерізу. Чисельні дані наведені в таблиці 
Д2.1. 
2. Розкрити статичну невизначуваність плоскої рами (додаток 2.2),  
побудувати епюри згинального моменту, поперечної та поздовжньої сил. 
Визначити розміри перерізу.  Чисельні дані наведені в таблиці Д2.2. 
 
2.3.2 Зразок виконання задачі 1 − Розрахунок статично невизначу-
ваної балки 
Дано: 
 ;м0,1;кHм9;кH20  bMF МПа300т  ;  5,1т n . 
constx EI . 
Необхідно: Для статично невизначуваної балки (рис. 2.25) побудувати 
епюри згинального моменту і поперечної сили, визначити розміри квадра-
тного перерізу. 
− Визначаємо ступень статичної невизначуваності системи (рис. 2.25 а): 
235 n . 
− Обираємо основну  систему (рис. 2.25 б) і будуємо еквівалентну систему 
(рис. 2.25 в). 
− Прикладаємо до основної системи тільки зовнішнє навантаження (рис. 
2.25 г) і будуємо «вантажну» епюру FM  (рис.2.25 д): 
Ділянка 0-1      













































− Прикладаємо одиничний мо-
мент 10 X  та будуємо одинич-
ну епюру 0M  (рис. 2 25 е, ж).У 
тієї ж послідовності будуємо 
епюру 1M  (рис. 2.25. з, и). 
 

















− Визначаємо коефіцієнти: 


















































10200x bbMMEI FF   
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0 X  
 
 
− Будуємо епюри від 
опорних моментів: 
000 XMM   
111 XMM  . 
− Будуємо епюру сумар-
них згинаючих моментів: 
10 MMMM F   
 
 
Деформаційна перевірка №1: 
   



























П  . 
Деформаційна перевірка №2: 
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   

































П  . 
З умови міцності визначаємо розмір квадратного перерізу: 

























































































2.3.3 Зразок виконання задачі 2 − Розрахунок статично невизначу-
ваної рами 
Дано: ;constx EI  ;м
кH10;м,01  qa  МПа240т  ;  6,1т n . 
Необхідно: Розкрити статичну невизначуваність рами (рис.2.27 а), побуду-
вати епюру згинального моменту та визначити з умови міцності діаметр 
круглого перерізу. 
− Встановимо ступінь статичної невизначуваності системи: 
235 n . 
− Обираємо основну систему та відповідно до неї будуємо еквівале-
нтну систему (рис. 2.27 б, в). 
 
Рисунок 2.27 
− Будуємо епюри:  


















































































































































































































− Будуємо епюри згинальних моментів 1M  − рис. 2.29 а, 2M  – рис. 















  − Проводимо деформаційну перевірку: 
 
 
       
        
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Висновок: задача розкриття статичної невизначуваності рами, та побудови 
епюри згинального моменту вирішена вірно в рамках допустимої похибки 
(<3%). 
З умови міцності визначаємо діаметр круглого перерізу:  





































2.3.4 Розрахункові схеми та чисельні дані 
 





























                   Таблиця Д2.1 − Вхідні  дані до  задачі 1 
№  п/п F1, кН            F2 , кН M1 , кНм M2, кНм b,  м т ,МПа тn  
1 20 10 5 6 0,7 360 1,2 
2 14 12 3 -4 0,6 240 1,4 
3 5 15 5 6 0,8 650 1,5 
4 8 20 8 5 0,5 250 1,8 
5 10 5 5 3 0,6 380 1,3 
6 8 5 7 5 0,4 320 1,7 
7 10 -6 10 4 0,8 360 1,9 
8 12 15 10 -7 0,7 340 1,2 
9 5 -20 8 9 0,6 360 1,4 
10 20 -7 15 10 0,5 250 1,5 
11 25 8 7 12 0,4 800 1,8 
12 15 10 3 -9 0,3 320 1,3 
13 10 22 -6 5 0,7 250 1,7 
14 5 15 -8 15 0,8 650 1,9 
15 -7 12 5 4 0,5 300 1,2 
16 3 17 8 7 0,6 340 1,4 
17 6 20 6 4 0,7 360 1,5 
18 9 10 3 -9 0,4 650 1,8 
19 10 15 20 12 0,3 380 1,3 
20 20 9 15 5 0,8 360 1,7 
21 23 -9 5 20 0,6 360 1,9 
22 -15 12 9 10 0,7 800 2,0 
23 10 7 7 -4 0,4 250 1,8 
24 8 15 10 -5 0,5 300 1,6 
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    Таблиця Д2.2 −  Вхідні  дані до  задачі 2 
Варіант 
№ 
Навантаження Довжина ділянки   
F [кН] M [кНм] b [м] т ,МПа тn  
1.  20 8 0,4 300 1,2 
2.  10 -4 0,3 360 1,4 
3.  50 6 0,5 240 1,5 
4.  80 5 0,5 650 1,8 
5.  10 3 0,4 250 1,3 
6.  80 5 0,4 380 1,7 
7.  10 4 0,2 320 1,9 
8.  60 -7 0,3 360 1,2 
9.  50 9 0,4 340 1,4 
10. 20 10 0,5 360 1,5 
11. 20 2 0,6 250 1,8 
12. 40 -3 0,3 800 1,3 
13. 10 5 0,2 320 1,7 
14. 50 4 0,4 250 1,9 
15. 40 5 0,5 650 1,2 
16. 20 4 0,2 300 1,4 
17. 10 -7 0,6 340 1,5 
18. 60 8 0,6 360 1,8 
19. 30 2 0,2 650 1,3 
20. -20 4 0,3 380 1,7 
21. -30 -5 0,4 360 1,9 
22. 40 6 0,7 360 2,0 
23. -20 9 0,6 800 1,8 




1. Як визначити лінійне переміщення в точці? 
2. Як визначити кутове переміщення в точці? 
3. Запишіть інтеграл Максвелла – Мора. 
4. Як перемножуються епюри за способом Верещагіна? 
5. Як перемножуються епюри за правилом трапецій? 
6. Як перемножуються епюри за способом Симпсона – Корноухо-
ва? 
7. Які системи називаються статично невизначуваними? 
8. Що таке зайвий зв’язок і зайве невідоме зусилля? 
9. Що називається ступенем статичної невизначуваності системи? 
10. Який ступінь статичної невизначуваності замкненого контуру? 
Чому? 
11. В якому порядку виконується розрахунок статично невизначу-
ваних систем (методика розрахунку)? 
12. Що таке метод сил? 
13. Що таке основна система? 
14. Що таке еквівалентна система? 
15. Пояснити фізичний сенс коефіцієнтів канонічних рівнянь мето-
ду сил. 
16. Якими прийомами можуть бути побудовані остаточні епюри 
внутрішніх зусиль? 
17. Що слідує розуміти під раціональним вибором основної систе-
ми? 
18. Сформулюйте, в чому полягає деформаційна перевірка правиль-
ності рішення статично невизначуваної задачі? 
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